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В статье представлен детальный кинематический 

анализ неустановившегося криволинейного 

движения полноприводной шарнирно-

сочлененной лесной машины (на примере машин 

семейства ПАО «КАМАЗ» 4×4) при различных 

типах межколесных дифференциалов. Научная 

новизна заключается в получении аналитических 

зависимостей, прогнозирующих траекторные 

характеристики машины на этапе входа в поворот 

с учетом типа дифференциала. Рассмотрены 

этапы входа в поворот, установившегося 

движения и выхода из него. Определены 
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The article presents a detailed kinematic analysis of 

the unsteady curvilinear motion of an all-wheel drive 

articulated timber vehicle (using the example of the 

KAMAZ 4x4 family of vehicles) with various types 

of inter-wheel differentials. The stages of entering a 

turn, steady motion and exiting it are considered. The 

key maneuverability parameters are determined: 

turning radius, angular velocity, torque distribution, 

and wheel slip angles. A comparative computer 

simulation of transmissions with classical 

differentials and high-friction differentials has been 

carried out. The results show significant differences. 
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ключевые параметры маневренности: радиус 

поворота, угловая скорость, распределение 

крутящего момента и углы скольжения колес. 

Проведено сравнительное компьютерное 

моделирование трансмиссий с классическими 

дифференциалами и дифференциалами 

повышенного трения. Результаты показывают 

существенные различия. Полученные 

зависимости имеют критическое значение для 

проектирования активных систем управления, 

алгоритмов стабилизации и повышения 

устойчивости лесных машин в сложных условиях 

эксплуатации. Полученные аналитические 

зависимости позволяют с достаточной для 

инженерных расчетов точностью прогнозировать 

траекторные характеристики машины на этапе 

входа в поворот, что необходимо для 

оптимизации систем гидравлического управления 

складыванием рамы и оценки показателей 

маневренности. Игнорирование специфики 

распределения скоростей в трансмиссии с 

блокируемыми дифференциалами при 

кинематическом моделировании приводит к 

завышенным оценкам радиуса поворота. Данный 

фактор должен учитываться при проектировании 

систем автоматического управления движением и 

динамической стабилизации тяжелых шарнирно 

сочлененных транспортных средств 
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The obtained dependences are of critical importance 

for the design of active control systems, algorithms 

for stabilization and increasing the stability of forest 

machines in difficult operating conditions. The 

obtained analytical dependences allow predicting the 

trajectory characteristics of the machine at the turn 

entry stage with sufficient accuracy for engineering 

calculations, which is necessary to optimize the 

hydraulic control systems for folding the frame and 

evaluating maneuverability indicators. Ignoring the 

specifics of the speed distribution in a transmission 

with lockable differentials in kinematic modeling 

leads to overestimated estimates of the turning radius. 

This factor should be taken into account when 

designing automatic motion control and dynamic 

stabilization systems for heavy articulated vehicles 
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Введение 

Криволинейное движение полноприводной машины с шарнирно-

сочлененной рамой, характерной для машин семейства ПАО «КАМАЗ» 

4х4 и аналогичных тягачей высокой проходимости, представляет собой 

сложный динамический процесс. В общем случае данный процесс можно 

декомпозировать на три последовательные фазы: фаза входа в поворот, 

характеризуемая монотонным уменьшением радиуса траектории от 

бесконечно большого значения R   до заданного конечного R ; фаза 

установившегося движения по дуге постоянного радиуса; фаза выхода из 

поворота с увеличением радиуса до R  . При сохранении постоянной 

http://dx.doi.org/10.21515/1990-4665-220-018
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частоты вращения коленчатого вала двигателя, первая и третья фазы 

представляют собой «неустановившийся поворот», кинематика которого в 

значительной степени определяется типом применяемых дифференциалов 

и скоростными характеристиками гидравлической системы складывания 

рамы. 

Временной интервал неустановившегося движения при изменении 

угла сочленения рамы лимитируется быстродействием гидропривода и 

может быть выражен зависимостью: 

T

V a
t

Q 
  ,       (1) 

где:  

V  - рабочий объем гидроцилиндра механизма складывания, 

Q  - объемный расход рабочей жидкости в гидросистеме, 

a  - текущий угол складывания полурам, 

T  - средняя угловая скорость изменения угла a , определяемая 

параметрами гидросистемы. 

Ключевым для кинематического анализа является определение 

характерной точки машины, скорость которой в процессе маневра остается 

неизменной и равной скорости прямолинейного движения. Для 

транспортного средства с традиционными коническими дифференциалами 

в мостах такой точкой, как правило, является геометрический центр 

ведущей оси. Однако для машин, оснащенных дифференциалами 

повышенного трения или механизмами блокировки, картина усложняется. 

В частности, для конструкции с дифференциалами свободного хода в 

качестве характерной точки при неустановившемся движении корректнее 

принимать точку контакта с опорной поверхностью «внутреннего 

(забегающего) ведущего колеса», а не проекцию шарнира сочленения, как 

это иногда упрощенно предполагается [8 - 16]. Следовательно, ранее 

полученные кинематические соотношения [1 - 7] справедливы для 
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трансмиссии с обычными дифференциалами и требуют корректировки для 

современных полноприводных машин с улучшенными тяговыми 

свойствами. 

Материалы и методы 

Рассмотрим процесс входа в поворот шарнирно сочлененной 

полноприводной машины (ПАО «КАМАЗ» 4х4). Примем допущение об 

отсутствии поперечного увода и продольного буксования колес, что 

справедливо для условий достаточного сцепления. В Таблице 1 

представлены параметры шарнирно-сочлененных машин. Для упрощения 

вывода математических моделей предположим, что шарнир сочленения 

расположен в середине продольной базы L . На Рис. 1 представлена 

расчетная схема в начальный момент маневра. 

Таблица 1.   

Параметры машин 

 Параметр Машина 1 Машина 2 

1 Модель КАМАЗ обычный 

дифференциал 

КАМАЗ блокируемый 

дифференциал 

2 База L, м 3.00 3.00 

3 Колея В, м 2.30 2.30 

4 Скорость v, м/с 3.00 3.00 

5  _склад., рад/с 0.15 0.15 

6 a _max, град 45.0 45.0 

7 Дифференциал стандартный блокируемый 
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Рисунок 1 –  Расчетная кинематическая схема шарнирно сочлененной машины 

на входе в поворот: O – мгновенный центр поворота,  - угол поворота машины, a  - 

угол складывания полурам. 

При принятых допущениях мгновенный центр поворота O находится 

на пересечении продолжений осей переднего и заднего мостов. 

Мгновенный радиус поворота середин обоих мостов идентичен и 

определяется выражением: 

2
2

L
R

a
tg


 
 
 

,      (2) 
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Угловая скорость поворота всей машины   как твердого тела 

(относительно точки O) находится как отношение линейной скорости 

характерной точки к ее расстоянию до мгновенного центра: 

а) Для конфигурации с стандартными дифференциалами, где 

характерная точка - середина ведущего моста: 

1
1

2

2

dv a
tg

L dt


   ,      (3) 

б) Для конфигурации с дифференциалами повышенного трения или 

свободного хода, где внутреннее ведущее колесо стремится поддерживать 

скорость, характерную для прямолинейного движения. В этом случае 

характерная точка смещена к внутреннему колесу. Если B - колея машины, 

то: 

2
2

2

2

2

dv a
tg

a dt
L Btg


   



,     (4) 

где: 

v - поступательная скорость характерной точки, 

1 2,   - угол курса (поворота) машины для первой и второй 

конфигурации соответственно. 

Учитывая связь 
da

dt


 , из (3) и (4) получаем дифференциалы угла 

курса: 

1

2
2

a
vtg

d da
L




 ; 

2

2
2

2

a
vtg

d da
a

L Btg






 

 
 

; 

Интегрирование данных выражений в пределах от 0 до a  дает: 

1

4
ln cos

2

v a

L



  ,      (5) 
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 2 2 2

4
ln

2
cos sin

2 2

v L Ba

a a LL B L B




 
 

  
  

 

.   (6) 

Результаты и обсуждение 

На Рис. 2 - 11 представлены рассчитанные по формулам (3)-(6) 

зависимости угловой скорости поворота   и накопленного угла курса   от 

угла складывания рамы a  для двух рассматриваемых типов трансмиссии. 

 

Рисунок 2 – Зависимость радиуса поворота от угла складывания 
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Рисунок 3 – Зависимость угловой скорости от угла складывания 
 

 

Рисунок 4 – Зависимость угла поворота от угла складывания 
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Рисунок 5 –  Относительная угловая скорость 

 

Рисунок 6 – Относительный угол поворота 
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Рисунок 7 – Боковое ускорение при повороте 

 

Рисунок 8 –  Время выполнения поворота 
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Рисунок 9 – Пройденный путь за время поворота 

 

Рисунок 10 – 3D гистограмма:   = f(a, В) для блокируемого дифференциала 
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Рисунок 11 –  Фазовая плоскость (ω - угловая скорость поворота машины, рад/с;  

γ - накопленный угол курса, рад) 

В Таблице 2 представлены результаты расчёта кинематики поворота 

для обеих машин. Как видно из таблицы 2, при γ = 45° угловая скорость 

машины с блокируемым дифференциалом достигает 69,55 град/с, что 

существенно выше, чем у машины со стандартным дифференциалом (47,47 

град/с). 

Таблица 2.    

Расчёт кинематики поворота машин 

 а, град R1, м R2, м  1, град/с  2, град/с 
1 , град/с 2 , град/с 

1 0.0 1718.87 1718.87 0.10 0.10 0.00 0.00 

2 10.0 17.01 17.01 10.10 10.84 5.92 2.07 

3 20.0 8.48 8.48 20.26 23.44 23.52 8.63 

4 30.0 5.59 5.59 30.74 38.70 53.09 20.55 

5 45.0 3.62 3.62 47.47 69.55 120.97 51.38 

Данные Таблицы 3 свидетельствуют о том, что при одинаковом радиусе 

поворота боковое ускорение у машины с блокируемым дифференциалом (5,34 м/с²) 

более чем вдвое выше, чем у машины со стандартным дифференциалом (2,49 м/с²), что 

необходимо учитывать при оценке устойчивости. 
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Таблица 3.    

Сравнительные характеристики машин 

 Характеристика Машина 1 Машина 2 

1 Радиус поворота R, м 3.62 3.62 

2 Угловая скорость ш, град/с 47.47 69.55 

3 Угол поворота у, град 120.97 51.38 

4 Боковое ускорение а, м/с
2
 2.49 5.34 

5 Время поворота t, с 5.24 5.24 

6 Пройденный путь S, м 15.71 15.71 

7 Эффективность поворота (y/t), град/с 23.10 9.81 

8 Маневренность (1/R), 1/м 0.2761 0.2761 

 

Таблицы 4 и 5 иллюстрируют рациональные параметры времени и машин 

соответственно. В Таблице 5 максимальное отношение ω₂/ω₁ достигает 1,465 при γ = 

45°, что указывает на пик маневренности для блокируемого дифференциала. 

Таблица 4.    

Рациональные параметры времени 

 а, град Время t, с Путь S, м Средняя  , град/с Средняя v, м/с 

1 0.0 0.01 0.03 0.05 3.00 

2 10.0 1.17 3.52 5.05 3.00 

3 20.0 2.33 7.00 10.08 3.00 

4 30.0 3.49 10.48 15.19 3.00 

5 45.0 5.24 15.71 23.10 3.00 

 

Таблица 5.    

Рациональные параметры машин 

 Показатель Значение а, град Примечание 

1 Максимальное отношение  2/ 1 1.465 45.0 Пик маневренности 

2 Максимальное отношение 2 / 1  0.425 45.0 Макс, эффективность поворота 

3 Минимальный радиус у машины 2 3.62 м 45.0 Наименьший возможный радиус 

4 Максимальное ускорение машины 1 2.485 м/с
2
 45.0 Предел устойчивости 

5 Максимальное ускорение машины 2 5.336 м/с
2
 45.0 Предел устойчивости 

В таблицах 2 - 5 представлены результаты моделирования машин. 

Анализ зависимостей (2), (3), (5), (6) и графиков (Рис. 2 - 11) 

позволяет сделать следующие выводы: 

1. Машина с дифференциалами повышенного трения (или 

свободного хода) входит в поворот более интенсивно. При малых углах 
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складывания a  < 10 – 12
o
 разница в кинематических параметрах 

незначительна. 

2. С ростом a  разница становится существенной. Угловая скорость 

2  и угол поворота 2  для данной конфигурации превышают аналогичные 

показатели 1  и 1  для варианта со стандартными дифференциалами. 

3. Для иллюстрации, при максимальном рабочем угле складывания 

рамы, характерном для тяжелой техники a  = 45
о
, соотношения могут 

достигать: 2

1

1,25



 , 2

1

1,16



 . 

Это означает, что машина с улучшенными дифференциалами за одно 

и то же время складывания рамы успеет повернуться на угол примерно на 

18% больший. 

Выводы 

1. Кинематика неустановившегося поворота шарнирно сочлененной 

полноприводной машины критически зависит от типа применяемых в 

мостах дифференциалов. Применение дифференциалов повышенного 

трения или свободного хода, типичное для машин повышенной 

проходимости типа ПАО «КАМАЗ» 4х4, приводит к снижению расчетного 

радиуса поворота и увеличению угловой скорости по сравнению с 

трансмиссией на основе обычных дифференциалов. 

2. Полученные аналитические зависимости (2), (5), (6) позволяют с 

достаточной для инженерных расчетов точностью прогнозировать 

траекторные характеристики машины на этапе входа в поворот, что 

необходимо для оптимизации систем гидравлического управления 

складыванием рамы и оценки показателей маневренности. 

3. Игнорирование специфики распределения скоростей в 

трансмиссии с блокируемыми дифференциалами при кинематическом 

моделировании приводит к завышенным оценкам радиуса поворота. 

Данный фактор должен учитываться при проектировании систем 
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автоматического управления движением и динамической стабилизации 

тяжелых шарнирно сочлененных транспортных средств. 
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