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Строительные, водо-, нефте-, газопроводные объекты 
должны обладать прочностью, обеспечивающей 
безаварийную работу в течение всего срока их 
эксплуатации, что определяет экономическую и 
эксплуатационную надежность сооружений. 
Прочность может существенно снижаться, если в 
материале элементов конструкций будут 
присутствовать скрытые микродефекты. В области 
таких нарушений структуры может развиваться 
аварийное разрушение материала, приводящее к 
потере несущей способности элементов конструкций, 
сопровождающееся огромными экономическими 
потерями, ухудшением экологии и в худшем случае – 
человеческими жертвами. Поэтому необходимо 
совершенствовать методы акустики для выявления 
микродефектов, используя более строгие 
математические модели нелинейных 
деформационных волн в элементах стержневых 
конструкций. При этом нужен учет реальных физико-
механических параметров, приводящих к более 
точным характеристикам деформационных волн, 
необходимых для акустических методов 
дефектоскопии материалов 

Construction, water, oil, and gas pipeline facilities 
must have strength that ensures trouble-free 
operation throughout their entire service life, 
which determines the economic and operational 
reliability of structures. Strength can be 
significantly reduced if hidden microdefects are 
present in the material of structural elements. In 
the area of such structural disturbances, an 
emergency destruction of the material can develop, 
leading to a loss of the bearing capacity of 
structural elements, accompanied by huge 
economic losses, environmental degradation and, 
in the worst case, human casualties. Therefore, it is 
necessary to improve acoustic methods for 
detecting microdefects, using more rigorous 
mathematical models of nonlinear deformation 
waves in the elements of rod structures. In this 
case, it is necessary to take into account the real 
physical and mechanical parameters, leading to 
more accurate characteristics of deformation 
waves, which are necessary for acoustic methods 
of material flaw detection 
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Рост экономики России определяется не только созданием новых, но 

и стабильной, безаварийной работой уже эксплуатируемых строительных 

сооружений. Их экономическая и эксплуатационная надежность в 

значительной степени зависит от прочности вязкоупругих тонкостенных 

элементов конструкций – стержней, опор, балок, широко применяемых при 

строительстве.  

Прочность элементов конструкций существенно снижается за счет 

присутствия в материале скрытых микродефектов, наличие которых может 

приводить к потере несущей способности, вызывать разрушение 

сооружений, сопровождающееся экономическим ущербом, нарушением 

экологии.  

Необходимо совершенствование методов акустики для выявления 

микродефектов применением более уточненных математических моделей 

деформационных нелинейных волн в стержнях с учетом их реальных 

вязкоупругих свойств для нахождения точных волновых характеристик, 

существенно используемых в неразрушающей акустической 

дефектоскопии. 

Экспериментальные замеры скорости волны деформации в стержнях 

методами нелинейной акустически и сравнение полученных результатов с 

теоретически определенными величинами скоростей позволяют точнее 

прогнозировать наличие микродефектов материала, в области которых может 

развиваться прогрессирующее аварийное разрушение элементов конструкций 

под действием нагрузки.  

Теоретическое обоснование вычисления уточненных величин 

скорости деформационных волн в стержнях с учетом их наследственно-

реологических свойств. 

Математическое моделирование выполняется с применением 
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строгих методов механики деформируемого твердого тела для задания 

полей перемещения точек среды, тензора конечных деформаций Грина, 

вариационного принципа, моделей теории ползучести материалов, методов 

возмущений с асимптотическими подходами нелинейной динамики. 

Многие среды проявляют свойство линейной упругости объемного 

деформирования, а вязкоупругая наследственность свойственна 

деформациям сдвига. В целях исследования деформационных волн в 

тонкостенных конструкциях, изготовленных из материалов, имеющих 

такие свойства, выберем бесконечный стержень, с равными поперечными 

сечениями, на который не действуют  внешние силы.  

Направим ось x по линии центров тяжести сечений стержня, а оси y 

и z  выберем в поперечном сечении и опишем перемещения его точек 

соотношениями  

   )t,x(uu1 = ; x2 yuu ν−= ; x3 zuu ν−= ,                         

(1) 

 Опираясь на тензор Грина, вычислим деформации точек поперечного 

сечения стержня: 

)uuuu(
2
1

j,ki,ki,jj,iij ++=ε .                  

(2) 

С учетом линейной упругости объемных деформаций 

наследственные вязкоупругие свойства материала стержня опишем с 

помощью соотношений линейной теории вязкоупругости вида: 

)t(K)t(

d)](ee)t(e[2)t(s ij

t
)t(

ijij

θ=σ

ττα−µ= ∫
∞−

τ−β−
.                       

(3) 

Разлагаем по степеням ( τ−t ) функцию  )(e)(f ij τ=τ , для этого 

воспользуемся рядом Тейлора, перейдем от интегрального оператора в (3) 
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к дифференциальному 

,~2
~

ijijij εµ+θδλ=σ                

(4) 

где введены обозначения       ,
3

2~ µ−λ=λ       p)µ(12µ~2 += .  

Применяя оператор 
β
α−

∂
∂

β
α=

t
p

2
  к функции f(t),  получаем 

ffpf t2 β
α−

β
α= . 

Компоненты девиатора деформаций задаются уравнениями 

2
xx

22
2
x

2
x11 u

3

r
u)1(

3

1
u

3

)1(2
e

ν+ν−+ν+= ; 

2
xx

22
2
x

2
x22 u

6

r
u)1(

6

1
u)1(

3

1
e

ν−ν−−ν+−= ;    

  (5) 

xxx

2

xx12 uu
2

y
u

2

y
e

ν+ν−= , xxx

2

xx13 uu
2

z
u

2

z
e

ν+ν−= . 

где  222 yzr += . 

Запишем выражения для вариаций деформаций 

xxxx
22

xxx11 uuruuu δν+δ+δ=δε ;           xx
2

3322 u)u( δν+ν−=δε=δε ; 

)uuuu(
2

y
u

2

y
xxxxxx

2

xx12 δ+δν+δν−=δε ;  

)uuuu(
2

z
u

2

z
xxxxxx

2

xx13 δ+δν+δν−=δε    (6) 

и перейдем к операторной форме: 

u]
x

ur
x

u
x

[
2

2

xx
22

x11 δ
∂
∂ν+

∂
∂−

∂
∂−=δε ;    

u]
x

u
x

[ x
2

3322 δ
∂
∂ν−

∂
∂ν=δε=δε ; 

u]
x

u
2

y

x
u

2

y

x2

y
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

12 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε ;              
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(7) 

u]
x

u
2

z

x
u

2

z

x2

z
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

13 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε . 

Вариацию внутренней энергии найдем из формулы 

1313121222221111 222W δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ , 

В итоге придем к равенству 

−νµ+νµ−λν−ν−µ+ν−λ−=δ xxxx
22

xx ur~u)]~2
~

)21(2~2)21(
~

[{W  

+ννµ−λν−µ+λ−ν+ν−+− xxxxxx
22

xxx2
2

211 uur]~2
~

2~2
~

[uu)A4B2A2B(

 +µ+λν−ν+−νµ−ν+ )~2
~

[(r
2

1
uu)B3

2

B3
()uu)(~2A(r 22

xx
2
x2

21
xxxxx1

22  

+νµ+ν+νµ+λν+ xxxx
2
x

2
1

22

x
2
xxx

22 )uu)(~2B(
2

r
)uu](~2

~
2  

+ u})u)(~2
~

(
2

r
xx

3
xx

44

δµ+λν , 

где )12(a 3
1 +ν−ν=Α ; )122(a 2

1 +ν−νν=Β ;  )1(a 2
2 ν−ν=Α ;  

3
2 aν=Β ;  

)21)(1(2

1
a

ν−ν+
= ;    222 yzr += . 

На основе вариационного принципа  

∫∫∫∫ =δεσ−δρ=δ
V

ijijii

t

t

0dV}uu{dtJ
2

1

&&     (8) 

установим уравнение движения стержня 

 

+νµ−+ν+−ρ xxxx
22

xx1ttxx
22

tt ur~uN)uru( +xxx2 uuN  

−ν+ xxxxx3
22 uuNr ++ν xx

2
x5xxxxx4

22 uuN)uu(Nr                   

(9) 

−ν−ν+ xxxx
2
x7

22
x

2
xxx6

22 )uu(Nr
2
1

)uu(Nr
2
1

 

0))u((Nr
2
1

xx
3

xx8
44 =ν− , 

где   
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)21(~2)21(
~

N 22
1 ν+µ+ν−λ= ; );21(~6

~
)21)(21(3N 32

2 ν−µ+λν+ν−=  

)1(~2
~

)21(N3 ν−µ+λν−= ; );21(~2)21(
~

N4 ν−µ+ν−λ=  

);21(~3)21(
~

2

3
N 422

5 ν−µ+ν+λ=  );1(~2
~

)21(N 22
6 ν+µ+λν+=  

)1(~2
~

)21(N 22
7 ν+µ+λν+= ; µ+λ= ~2

~
N8 . 

Методами возмущения упростим (9). Сначала преобразуем 

выражение к безразмерным переменным 

           ;t
L

c

L

x −=ξ    t
L

cε=τ ;   
A

u
u =∗ .                     

(10) 

Допустим, что характерная длина волны L существенно больше, чем  

амплитуда А деформационной волны.  Полагаем, что значение ε  мало, а 

реологические константы βα,  и характерный диаметр стержня такие, что 

определяют отношения порядков         

           )(O
L

c
2

ε=
β
α ;    )(O

L

d ε= .                     

(11) 

Применим асимптотическое разложение 

K+ε+= 10 uuu  .            

(12) 

Придем к уравнению движения стержня  

+ε+ε−εν+ε+ε−−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(

e

A
I)uu2u(

e

A
[

E

c 2
2

22
2

2

 

+
β

α−+
β
α−−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu

e

A
)

a
3(u

e

A
)1(bu

e

A
)

a
1(

3

2
3

42
0  

0]uu
e

Aa
u

e

bA
u

e

A
a)[(

e

c
3

2
3

4202
=+−

ξ∂
∂−

τ∂
∂ε

β
α+ ξξξξξξξξξ , 

Выполнив преобразования, приходим к уравнению 
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+ε+ε−εν+ε−ε+−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(Iuu2u[

E

c 222
2

 

+
β

α−ε+
β
α−

ν+
εν−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu)

a
3(u)1(

)1(2

I
u)

a
1( 3

2
0  

0]uuau
)1(2

I
ua[)(

l

c
3

2

02
=ε+

ν+
εν−⋅

ξ∂
∂−

τ∂
∂ε

β
α+ ξξξξξξξξξ . 

С учетом (11) и (12) в нулевом приближении получим 

              0u
a

1
E

c
0

1
2

=




















β
α−+ρ− ξξ .                         

(13) 

В (13) ).1(
3

2
a1 ν+=  Имеем 0u0 ≠ξξ , поэтому из (13) получаем 

выражение скорости деформационной волны в стержне 

             ]
3

)1(2
1[

E
с

β
ν+α−

ρ
= .                      

(14) 

Из первого приближения для вычисления 1u в (12) выводим 

уравнение Кортевега де Вриза – Бюргерса:  

          0bbb 321 =ψ+ψ+ψψ+ψ ξξξξξξτ ,                    

(15) 

где   

     ξ=ψ 0u ; 
βρ
α−β=
2

2
1

c2

)a3(E
b ;  

εβρ
α−=

lc2

aE
b

2
1

2 ; 

     )1(2a 2
2 ν−= ; ].

)1(c4

)(E

2

1
[Ib

2
2

3 ν+βρ
α−β−ν=  

Перейдем к рассмотрению физически и геометрически нелинейного 

стержня, как и в линейном случае используя кинематические соотношения 

(1) для определения конечных деформаций стержня по формулам (2). 

Учитывая, что объемные деформации линейно-упругие, применим 

уравнения состояния нелинейной наследственности в виде 
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              −µε+λθδ=σ ijijij 2)t( ∫
∞−

τ−β− τττγε+µα
t

ij
2
u

)t( ,d)(e)](1[e2            

(16) 

Для упрощения исследования применим разложение по степеням 

)t( τ−  )(e)](1[)(f ij
2
u ττγε+=τ  в ряд Тейлора.  

Оставим в ряде два слагаемых разложения, что соответствует 

большим значениям произведения t⋅β , получим выражения  

         ),e(p2~2
~

ij
2
uijijij εγµ+εµ+θδλ=σ                      

(17) 

где  p
3

2~ µ−λ=λ ;   )p1(~ +µ=µ ;  
β
α−

∂
∂

β
α=

t
p

2
. 

Вычислим компоненты девиатора деформаций и их вариации 

соответственно по формулам (5), (6) и запишем  вариацию внутренней 

энергии     1313121222221111 222W δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ . 

Линейная часть вариации δW определяется формулой 

u]u
2

r~2u)]2
~

)21((2~2)21(
~

[{W xxxx

22

xxл δνµ+µν−λν−ν−µ+ν−λ−=δ . 

а нелинейная – 

   −−εµγ−µ+λν−−=δ xxx1x11
2
uxxxxx

22
xxx1н uuA2)e(p2uu)~2

~
(ruuB{W  

+εµγ−µ+λν−− xx11
2
ux

2
xxx

22

xx
2
x1 )ue(p2)uu)(~2

~
(

2

r
uuB

2

3  

+µ+λν+ν+ν+ xx
3
xx

44

xxxx
2
x

122
xxxxx1

22 )u)(~2
~

(
2

r
)uu(

2

B
r)uu(Ar  

−εµνγ+λν+ν+εµγν+ x22
2
uxxxxx

23
xxx2xxxx11

2
u

22 )e(p2uu
~

ruuB[2)ue(p2r

−εµγν−λν−ν−ν− ])ue(p2)uu(
~

2
r

uuB
2

3
uuA2 xx22

2
u

2
x

2
xxx

24

xx
2
x2

2

xxx2
2  

−νµ+ενµγ−νµ− xxxxx
23

xx12
2
uxxxxx

23

uu2r~)e(yp2)uu(
2
r~2  
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+µν−ενµγ−νµ− xxxxx
23

xxx12
2
u

2
x

2
xxx

24

)uu(r)ue(yp2)uu(
2
r~2  

  −ενµγ−ενµγ+νµ+ xx13
2
uxxx12

2
u

2
xxxx

2
x

24

)e(zp2)ue(yp2)uu(
2

r~2  

u})ue(zp2)ue(zp2 xxx13
2
u

2
xxx13

2
u

2 δενµγ+ενµγ− , 

где обозначено 

µ+ν−λ= ~2)21(
~

A1 ;  µ+λν+= ~2
~

)21(B1 ; 

νµ+λν−= ~2
~

)21(A2 ; 22
2

~2
~

)21(B νµ+λν+= . 

Полная вариация внутренней энергии  

+ν−−νµ+−=δ xxxxx3
22

xxx2xxxx
22

xx1 uuNruuNur~uN{W  

+ν+ν−−ν+ xxxx
2
x7

22

x
2
xxx6

22

xx
2
x5xxxxx4

22 )uu(N
2

r
)uu(N

2

r
uuN)uu(Nr

 +ν++ν−εµγ−ν+ x22
2

x112211x
2
uxx

3
xx8

44

ue2uee4e()[(p2)u(N
2

r  

+ν++ν−ε+ν+ν+ x22
2

x112211
2
uxx13

2
xx12

2 ue2uee4e()uzeuye  

−ν−ν+νε
∂
∂+ν+ν+ xx11

22
1312x

2
uxxx13

2
xx12

2 uerzeye()((
x

)uzeuye  

−ν−ν+νε+ν−ν− xxx11
22

x13x12
2
ux13

2
x12

2 )ue(rzeye()uzeuye  

u))]})ue(z)ue(y xx13
2

xx12
2 δν−ν− , 

где  

)21(~2)21(
~

N 22
1 ν+µ+ν−λ= ; )21(~6

~
)21)(21(3N 32

2 ν−µ+λν+ν−= ; 

)1(~2
~

)21(N3 ν−µ+λν−= ;  )21(~2)21(
~

N4 ν−µ+ν−λ= ; 

)21(~3)21(
~

2

3
N 422

5 ν−µ+ν+λ= ; )1(~2
~

)21(N 22
6 ν+µ+λν+= ; 

)1(~2
~

)21(N 22
7 ν+µ+λν+= ; µ+λ= ~2

~
N8 .   

Подставим Wδ  в формулу (8) и проинтегрируем по области 

поперечного сечения. Учитывая, что вариации uδ  – произвольны, получим 

уравнение движения стержня: 

+νµ−+ν+−ρ xxxx
2

xx1ttxx
22

tt Iu~uN)uru( −ν+ xxxxx3
22

xxx2 uuNruuN  



Научный журнал КубГАУ, №161(07), 2020 год 
 

http://ej.kubagro.ru/2020/07/pdf/03.pdf  

10

++ν− xx
2
x5xxxxx4

22 uuN)uu(Nr

−ν−ν xxxx
2
x7

22
x

2
xxx6

22 )uu(Nr
2

1
)uu(Nr

2

1
 

−ν−+ν++
∂
∂µγρ+ν− 2

x
2

xxxx
3
xx8

44 u)1(u)1(2)(u1(
3

1
[

x
{2)u(Nr

2

1
 

+ν−νν−+ Q))4u2)(u)1(
2

1
x

22
x

2 −+ν )u1(u
3

1
(( x

2
xx

2 −νν x
22

xx
2 u2(u

6

1
 

+⋅ν−νν+ν− ]Q))uuu(
2

1
)4 2

xx
2
xxx

22      

+ν−+ν+ν− )u)1(u)1(2(u
3

1
[( 2

x
2

xxx
2  

−⋅ν−ν⋅ν−ν+ Q))uuu()u(
2

1
xxxxx

2
x

2

++
∂
∂µγ+ν )u1(

3
1

[(
x

{p2)u(Nr
2
1

xxx
3
xx8

44   

,0}]Qu
3

1
xx

3
xx

4 =ν+                         

(18) 

где 

321 RRRQ ++= ;  22
x

2
x1 ]u)1(u)1(2[

3

1
R ν−+ν+=  ;  4

xx
4

3 u
3

1
R ν= ; 

−+ν+ν= 1(u)1(2[u
3

2
R x

2
xx

2
2

2
xxxxx

222
x

2 )uuu(]u) ν−ν+ν . 

Заменим функцию u , используя асимптотическое разложение (12), в 

результате получим уравнение движения физически и геометрически 

нелинейного стержня:  

   +ε+ε−εν+ε+ε−−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(

e

A
I)uu2u(

e

A
[

E

c 2
2

22
2

2

 

−
β

α−+
β
α−−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu

e

A
)

a
3(u

e

A
)1(bu

e

A
)

a
1(

3

2
3

42
0  

+−
ξ∂

∂−
τ∂

∂ε
β
α+γ

β
α− ξξξξξξξξξ u

e

bA
u

e

A
a)[(

e

c
uu

e

A
a

4202
2

4

3

1  
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0]uu
e

Aa
uu

e

Aa 2
4

3
1

3

2
3 =γ++ ξξξξξξ       

или 

+ε+ε−εν+ε−ε+−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(Iuu2u[

E

c 222
2

 

+
β

α−ε+
β
α−

ν+
εν−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu)

a
3(u)1(

)1(2

I
u)

a
1( 3

2
0  

+ε+
ν+

εν−⋅
ξ∂

∂−
τ∂

∂ε
β
α+ ξξξξξξξξξ ]uuau

)1(2

I
ua[)(

l

c
3

2

02
 

0]uua 2
1

2 =γε+ ξξξ , 

где  

3

)1(2
a0

ν+= ; 
)1(3

8224
a

23

3 ν+
+ν+ν−ν−= ; 

)1(2

I
b

2

ν+
ν= . 

После преобразований в нулевом приближении придем к формуле 

0u)]
a

1(
E

c
[ 0

1
2

=
β

α−+ρ− ξξ ,                     

(19) 

где E  – модуль упругости материала стержня;       ).1(
3

2
a1 ν+=  

Из (19) следует, что 

 )].1(
3

2
1[

E
c ν+

β
α−

ρ
=   

По первому приближению получаем модифицированное уравнение 

Кортевега де Вриза – Бюргерса: 

+ψψ−ψψ+ψ ξξτ
2

21 bb ,0bb 43 =ψ+ψ ξξξξξ            

(20) 

где      

ξ=ψ 0u ; )
a

3(mb 2
1 β

α−= ;  
2c2

E
m

ρ
= ; 
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β
αγε= 3

2
am

b ; 
εβ

α−=
L

cam
b

2
1

3 ; ]
)1(2m2

1
[Imb 2

4 ν+β
α−β−ν= ; 

)1(2a 2
2 ν−= ; ).21)(1(

3

8
a 2

3 ν+ν+=  

Таким образом, для повышения экономической и эксплуатационной 

надежности проектируемых строительных сооружений 

совершенствованием акустической диагностики невидимых 

микродефектов материалов тонкостенных элементов конструкций 

разработаны новые математические модели для описания 

деформационных волн в стержнях, материал которых обладает свойствами 

нелинейной ползучести. 

Установлены уточненные зависимости между геометрическими, 

физическими и волновыми характеристиками процесса деформирования. 

Они позволяют вычислить более точные значения скорости волны 

деформации в стержне и существенно повысить точность регистрации 

скрытых микродефектов материала.  В результате исключается 

использование в строительстве ненадежных элементов конструкций, тем 

самым повышается экономическая и эксплуатационная надежность 

проектируемых строительных сооружений. 

Выявлено, что нелинейность, дисперсия и диссипация при их 

компенсации  способствуют возникновению в стержнях продольных 

уединенных деформационных волн, причем наблюдается рост их  скорости 

с увеличением амплитуды волны. 
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