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	This article is devoted to the asymptotic analysis of boundary value problem for a system of equations of Nernst-Planck and Poisson for a singularly perturbed system of ordinary differential equations [1], based on two parameters. This boundary value problem simulates electrodiffusion of four kinds of ions at the same time in the diffusion layer in electro-membrane systems with perfectly selective membrane, taling into consideration the reaction of recombination of two ions. Meanwhile the other two ions represent ions of a binary salt. As a simple example, we consider the transport of ions sodium, chlorine, hydrogen and hydroxide, moreover, hydrogen and hydroxyl ions recombine in the diffusion layer. A more complex case is the transfer of the products of dissociation of the dihydrogen phosphate of sodium, namely, ions of sodium and dihydrogen phosphate, the latter dissociate at the interface, in turn, hydrogen ions and hydrogen phosphate. Thus, in the solution can simultaneously store three different types of ions: sodium, hydrogen, phosphate. During the transfer, hydrogen ions and ions of hydrogen phosphate recombine to produce phosphoric acid. The article has revealed the structure of the Nernst diffusion layer at currents above Harkatsa current. It is shown, that in the diffusion layer, there are two types of boundary layers: the inner (reaction) boundary layer and boundary layer at the interface solution / membrane
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Введение
Данная статья посвящена асимптотическому анализу краевой задачи для сингулярно возмущенной системы обыкновенных дифференциальных уравнений [1], зависящей еще от двух параметров. 








[bookmark: _GoBack]Эта краевая задача моделирует электродиффузии четырех сортов ионов одновременно в диффузионном слое в электромембранных системах (ЭМС) с идеально селективной мембраной с учетом реакции рекомбинации двух из ионов. При этом два других иона представляют собой ионы бинарной соли. В качестве простейшего примера можно рассматривать перенос ионов , , , , причем ионы водорода и гидроксила рекомбинируют в диффузионном слое. Более сложным случаем является перенос продуктов диссоциации дигидрофосфата натрия, а именно, ионов  и дигидрофосфата , причем последний диссоцирует на межфазной границе в свою очередь на ионы водорода  и гидрофосфата . Таким образом, в растворе одновременно могут находится три разных сорта ионов: натрия, водорода и гидрофосфата. В процессе переноса ионы водорода и гидрофосфата рекомбинируют с образованием фосфорной кислоты.
1. Математическая постановка задачи 
Краевая задача имеет следующий безразмерный вид [1]:
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причем , , , где  , , для идеально селективной мембраны, ,  малые параметры,  большой параметр, равна обменной емкости катионообменной  мембраны, .
2. Алгоритм асимптотического решения

















При запредельных плотностях тока вблизи мембраны появляется область пространственного заряда (ОПЗ) , где уже условие локальной электронейтральности не выполняется и вместо него необходимо использовать уравнение Пуассона. В то же время в интервале  выполняется условие электронейтральности. Предположим, что  центр реакционного слоя  (точка рекомбинации ионов водорода и гидроксила) расположена в области электронейтральности . В окрестности этой точки появляется внутренний погранслой (узкий реакционный слой), где происходит рекомбинация молекул воды и находится решение в этом погранслое, которое сращивается с решениями в областях  и .  Для решения краевой задачи в  используется методика работы [2], которая заключается в разбиении интервала  на два интервала  и , в которых выполняется условие равновесия. В области пространственного заряда  краевая задача решается с использованием асимптотического метода разработанного нами в работах [6]. А именно, ОПЗ  разбивается на две подобласти: основную часть , где решения относительно медленно меняются и квазиравновесную часть  (погранслой), где решения экспоненциально меняются и удовлетворяют граничному условию. Вводится промежуточный слой около точки , который используется для сращивания решений из области электронейтральности  и ОПЗ .
3. Упрощение вне реакционного слоя


Используя малость параметра kw  можно упростить  уравнения для  и  отбрасывая его в уравнения, тогда 
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Поделим эти уравнения на K, положим , т.е.   малый параметр. При , получаем, что оба уравнения приводятся к виду:

.                                                   (12)


Отсюда следует, что вне реакционного слоя в системе существует химическое равновесие. Из уравнения (12) получаем или  .





Пусть  и , причем с достаточно хорошей точностью можно полагать, что ,  тогда с учетом краевых условий получим: и  . 
3. Решение в области электронейтральности

3.1. Решение в интервале  



В интервале  для функции и неизвестных функций  получаем краевую задачу, эквивалентную задаче об экзальтации предельного тока [2,3]:
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причем , которая имеет аналитическое решение:
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, где  .                    (16)
3.2. Определение критических токов: предельного тока,  токов экзальтации и Харкаца















 Из  формулы (13-16) следует, что определенное выше решение справедливо в интервале, где . Т.е. в интервале , где . Очевидно, что если положить   и , то из уравнения  получим значение безразмерного предельного тока [4] .  Наличие в этой формуле безразмерного коэффициента диффузии катионов связана с тем, что потоки при переходе к безразмерному виду нормируются на коэффициенты диффузии [1]. Аналогично, получаем значение тока Харкаца [5]   , который представляет собой сумму предельного тока и тока экзальтации [2]  . При общих токах  выше тока Харкаца, т.е.  ,  полученное решение существует лишь на интервале , представляющим собой область электронейтральности, причем , т.к. . 
Токи выше токов Харкаца для задач  с учетом реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды аналогичны запредельным токовым режимам без учета этой реакции. Поэтому в дальнейшем под запредельным режимом в моделях с учетом реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды будем понимать именно режим с токами выше токов Харкаца. Заметим, что экзальтация предельного тока приводит к уменьшению области электронейтральности.

3.3 Определение точки   



Значение  находится из условия , тогда из условия электронейтральности следует :

,                       (17)

 .                 (18)



Формулы (17,18) имеют смысл при всех , для которых подкоренное выражение положительно. Из формулы (17) получаем  и точка  лежит в области электронейтральности. 

3.4 Решение при 



В интервале  для функции  и неизвестных функций   имеем краевую задачу:
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причем , которая имеет аналитическое решение:

,                                        (24)
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где ,  , .




Из (24-27) следует, что решение существует лишь на интервале , где  . Так как, , то . 


С другой стороны, поскольку , то , т.е. реакция рекомбинации увеличивает область электронейтральности, что объясняется уменьшением общего тока.


Замечание 1. Если ограничится плотностями тока ниже плотности тока Харкаца, то можно полагать  выполненным условие локальной электронейтральности практически во всем интервале , т.е.  и заменять уравнение Пуассона условием локальной электронейтральности. Такая модель для  1:1 электролита для ЭМС является аналогом модели Сокирко-Харкаца для электродных систем [2]. 

4. Нахождение напряженности электрического поля в области пространственного заряда 


В интервале  имеем систему уравнений, отличающуюся от системы (19-22) в интервале , только тем, что вместо условия электронейтральности (22) используется уравнение Пуассона:

                                         (28)
Для системы уравнений (19- 21, 28) ставятся краевые условия:


,	,		(29)

                                      (30)

4.1. Вывод уравнения для  
Несложно показать, что система (19-21, 28)  имеет первый интеграл:

,                                    (31)



где . В дальнейшем полагаем . Используя (31) несложно получить для :

.                                  (32)


4.2 Асимптотическое решение уравнения для  в 








Основной идеей решения является разбиение интервала  на три отрезка ,  и , причем  – основная ОПЗ,  – промежуточный слой, служащий для сращивания решения в основной ОПЗ с решением в области электронейтральности,   – квазиравновесная часть  ОПЗ являющееся погранслоем и обеспечивающее удовлетворения краевому условию при . В каждом отрезке, (32) решается по-своему, с использованием методики [6],  а границы отрезков находятся в ходе решения: 




1) ,  при ,  где  и совпадает с полученным выше решением в интервале . Однако, здесь найдена точная правая граница.



2), при , где .  



3) , при , где .


4)  при                              (33)

5. Нахождение концентраций в 















Концентрации в интервале  были найдены выше. Поскольку концентрации непрерывны в точке , а отрезок  стягивается в эту точку при , то концентрации по непрерывности могут быть продолжены на отрезок . Зная  несложно найти распределение концентраций в отрезках  и , решая задачи Коши для линейных относительно ,  ,  уравнений (19-21). Прежде всего, отметим, что в этих отрезках , т.е. , при . Асимптотическое решение начального порядка для остальных концентраций в отрезке  имеют вид:


, при ,


, при .



Асимптотическое решение начального порядка для концентрации   в  : .






Для концентраций  и  нет погранслоя из-за отсутствия граничного условия для  при , поэтому решения при  непрерывно продолжаются и на отрезок .

6. Решение в области реакционного слоя около  
6.1. Общие свойства решений в реакционном слое


















Концентрации по построению решения являются непрерывными в точке , а поскольку в  и  выполняется условие локальной электронейтральности, то по непрерывности и в точке  будет выполняется условие локальной электронейтральности. Таким образом, в начальном приближении по концентрациям не будет погранслоя в точке .  Иначе обстоит дело с потоками ,  и напряженностью электрического поля .  Так как, в   : , , , а в : , , , то в реакционном слое происходит резкое изменение потоков , . Таким образом, реакционный слой представляет собой внутренний погранслой по потокам.




Рассмотрим теперь напряженность электрического поля. Так как  в  имеем ,  а в  имеем , то непосредственные вычисления показывают, что 

.






Поскольку , то , и поэтому в реакционном слое, в начальном приближении также имеется внутренний погранслой по напряженности электрического поля , т.е. будет наблюдаться резкое изменение  между значениями  и .

6.2. Построения напряженности  в реакционном слое 


















Для построения напряженности  в реакционном слое, воспользуемся уравнениями для  в интервалах  и  и используя методику [6] найдем решения слева и справа от точки : , , где, . 	Из условия сращивания этих решений с решениями вне реакционного слоя получаем при  и , определяем,  и , а также границы внутреннего погранслоя по : . Из условий непрерывности  и  в точке :


,    .


определяем  и . Таким образом:


,  ,


, .


6.3. Построения потоков  в реакционном слое , 





Для построения потоков ,  в реакционном слое, воспользуемся уравнениями для потоков в общем виде. Поскольку  , то достаточно рассмотреть одно из них. Кроме того, здесь нельзя упрощать уравнения отбрасывая , но тогда нужно считать, что  .




Рассмотрим  уравнение (4). Дифференцируя его еще раз по , с учетом уравнений для  и  получим .


При : , поэтому имеем уравнение: 

.





Вблизи точки  имеем , поэтому поделим обе части уравнения на , тогда уравнение примет вид:     или  ,

где  малый параметр.


Сделаем замену , , тогда получим 

,


переходя к пределу при , при каждом фиксированном ,  получаем


, или с учетом  получим:

,  которое имеет общее решение:

.






Из условия сращивания  с  при , получаем . Таким образом: , при .










При : , поэтому имеем уравнение: , решая которое по такой же схеме получаем: , при .Постоянные ,  находятся из условия непрерывности  и  в точке .


Замечание 2. Толщина реакционного слоя примерно равна , т.е. реакционный слой занимает одну стопятидесятую часть отрезка  и поэтому можно считать его точкой.
Заключение. В статье предложен новый метод асимптотического анализа краевых задач в диффузионном слое для системы уравнений Нернста-Планка и Пуассона с учетом реакции рекомбинации ионов.


Выявлена структура диффузионного слоя Нернста при токах, выше тока Харкаца. Показано, что в диффузионном слое имеется два типа погранслоев: внутренний (реакционный) погранслой и погранслой на межфазной границе раствор/мембрана.  Реакционный слой, представляет собой внутренний погранслой по потоком ионов водорода и гидроксила. В реакционном слое, также имеется внутренний погранслой по напряженности электрического поля , т.е. будет наблюдаться резкое изменение («всплеск») . Размеры погранслоев по потокам и напряженности в реакционном слое разные. Погранслой на межфазной границе раствор/мембрана возникает по напряженности электрического поля и по концентрации противоионов (ионов натрия).
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 16-08-00128 А "Теоретическое и экспериментальное исследование гравитационной конвекции в мембранных системах с учетом реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды", № 16-48-230856 р_а "Теоретическое и экспериментальное исследование влияния тепловых эффектов на гравитационную конвекцию в мембранных системах с амфолитами".
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