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В работе предложена общая математическая мо-
дель нестационарного неизотермического процесса 
переноса бинарного электролита в разбавленных 
растворах в электромембранной системе (ЭМС) с 
учетом совместного действия гравитационной, вы-
нужденной и электроконвекции в потенциодина-
мическом режиме. Эта модель представляет собой 
краевую задачу для системы двумерных квазили-
нейных уравнений Навье-Стокса, Нернста-Планка-
Пуассона в частных производных.  Развита теория 
подобия процесса тепломассопереноса в электро-
мембранных системах, конкретно в канале обессо-
ливания электродиализного аппарата, с учетом с 
учетом совместного действия концентрационной 
поляризации, пространственного заряда, гравита-
ционной, вынужденной и электроконвекции. Пока-
зано, что критерий электроконвекции явно не зави-
сит от начальной концентрации и поэтому элект-
роконвекция возникает при любой начальной кон-
центрации. В то же время критерий концентраци-
онной конвекции линейно зависит от  начальной 
концентрации и поэтому при высоких концентра-
циях превалирует концентрационная конвекция, а 
при более низких концентрациях, роль гравитаци-
онной конвекции начинает падать при одновре-
менном возрастании роли электроконвекции. По-
строенная в работе теория подобия процесса теп-
ломассопереноса в канале обессоливания электро-
диализного аппарата, с учетом совместного дей-
ствия концентрационной поляризации, простран-
ственного заряда, гравитационной, вынужденной и 
электроконвекции имеет важное значение для ин-
женерных расчетов, для масштабирования резуль-

 
In the article, we have suggested a general mathemati-
cal model of non-stationary and non-isothermal process 
of a binary electrolyte transfer in dilute solutions in an 
electro-membrane system (EMS), taking into account 
the joint action of gravitational convection, forced con-
vection and electro convection in potential dynamic 
mode. This model is a boundary problem for a system 
of two-dimensional quasi-linear Navier-Stokes equa-
tion and Nernst-Planck-Poisson in partial derivatives 
equation. We have developed a theory of similarity of 
the process of heat and mass transfer in electro-
membrane systems, specifically, in a desalting channel 
of electro dialysis apparatus, taking into account joint 
actions of concentration polarization, space charge, 
gravity convection, forced convection and electro con-
vection. It is shown that the criterion of electro convec-
tion does not directly depend on the initial concentra-
tion, and, therefore, electro convection occurs at any 
initial concentration. At the same time, the criterion of 
concentration convection linearly dependents on the 
initial concentration, and, therefore, at high concentra-
tions, concentration convection prevails, while at lower 
concentrations, the role of gravitational convection 
begins to fall whereas the role of electro convection 
increases. The theory of similarity of the process of 
heat and mass transfer in the desalting channel of elec-
tro dialysis apparatus built in this work taking into ac-
count the joint action of concentration polarization, 
space charge, gravity convection, forced convection 
and electro convection is important for engineering 
calculations, for scaling the results of experiments in an 
electro-membrane cell for industrial electro dialysis 
water desalting apparatus 
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татов экспериментов в электромембранной ячейке 
для промышленных электродиализных аппаратов 
обессоливания воды 
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Введение. Тепломассоперенос бинарного электролита в канале обес-

соливания электродиализного аппарата сопровождается рядом электрохи-

мических процессов, включая конвективный перенос, диффузию, электро-

миграцию, образование пространственного заряда, джоулевый разогрев 

электролита и т.д. Имеется ряд экспериментальных данных, позволяющих 

предположить, что сверхпредельный массоперенос в электромембранных 

системах связан с некоторым видом конвективного смешивания, развива-

ющегося вблизи межфазной границы [1, 2]. В качестве такой конвекции в 

настоящее время рассматриваются гравитационная конвекция и электро-

конвекция. Возникновение гравитационной конвекции зафиксировано экс-

периментально шлирен-методом и с помощью лазерной интерферометрии 

[3].  

 Современное состояние теории массопереноса в электродных си-

стемах с гравитационной конвекцией описано и проанализировано в обзо-

ре [4]. В мембранных системах описание гравитационной конвекции с уче-

том изменения концентраций и джоулева разогрева проведено в работах 

В.А. Шапошника, Е.Н. Коржова и О.В. Григорчук (см., например, [5]). Од-

нако в этих работах изучен только стационарный перенос в допредельном 

режиме и не рассматриваются вынужденная конвекция и перенос тепла че-

рез мембрану. 

В работах [6, 7] с использованием математической модели была тео-

ретически проанализирована роль гравитационной конвекции и указаны 

условия, при которых она имеет существенное влияние на тепломассооб-
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мен. Было показано, что для этого, например, необходимо, чтобы ширина 

камеры обессоливания была достаточно большей. Для узких каналов роль 

гравитационной конвекции незначительна. Однако эти выводы были полу-

чены из анализа математических моделей с условием электронейтрально-

сти, т.е. при допредельных токовых режимах.  

В работе [8] показано, что в запредельном режиме, в области про-

странственного заряда тепла выделяется значительно больше, чем в обла-

сти электронейтральности. В связи с этим возникает необходимость в тео-

ретическом исследовании гравитационной конвекции и ее учет в мембран-

ных системах в запредельном режиме с учетом пространственного заряда.   

Однако имеются ряд экспериментов ставящих под сомнение роль 

гравитационной конвекции [9]. В качестве примера можно указать на экс-

перименты по изменению  ориентации электромембранной ячейки относи-

тельно поля тяжести Земли [10].  Они показали, что выход по току меняет-

ся лишь для относительно широких каналов при небольших скоростях 

прокачки. Следовательно, возникает гипотеза, что возможно, лишь при та-

ких условиях гравитационная конвекция влияет на перенос ионов соли. 

Теоретическое исследование электроконвекции в настоящее время 

интенсивно развиваются, однако, из-за имеющихся математических и вы-

числительных трудностей находится, по-видимому, в начальной стадии. 

Тем не менее, в последнее время, складывается убеждение о значительном 

вкладе электроконвекции в свехпредельный режим.  Современное состоя-

ние теории электроконвекции описано и проанализировано в обзоре [11]. 

 Для электроконвекции различают два существенно разных вида: 

электроосмос первого рода и электроосмос второго рода.  Теория электро-

осмоса первого рода или квазиравновесного электроосмоса у селективной 

границы была развита С.С. Духиным, Б.В. Дерягиным, Н.А. Мищук и дру-

гими [12, 13]. Теория электроосмоса второго рода развита в работах И. Ру-

бинштейна, Б. Зальцмана [14, 15], М. Базанта [16, 17] и др.  Таким образом, 
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можно сказать, что в работах С.С. Духина, Н.А. Мищук, И. Рубинштейна и 

Б. Зальцмана, М. Базанта заложены основы теории электроконвекции в 

ЭМС.  

Однако в этих работах при математическом моделировании электро-

конвекции накладываются некоторые ограничения: отсутствует вынуж-

денная конвекция, уравнение Пуассона используется лишь для одномерно-

го случая, а в двумерном случае вместо него используется условие элек-

тронейтральности в сочетании с условием скольжения на межфазной гра-

нице, в качестве граничных условий для концентрации используется усло-

вия периодичности, поскольку канал предполагается бесконечным. Усло-

вия периодичности не позволяет учесть обессоливание раствора вниз по 

потоку. Для решения краевых задач используется метод конечных разно-

стей, и при этом для нелинейного анализа устойчивости используется вве-

дение в разностные схемы периодических возмущений. Необходимо отме-

тить, что ошибки, неизбежные при численном решении, в принципе дела-

ют ненужным периодические возмущения, вносящие дополнительные ис-

кажения в решение. Расчеты, проведенные нами, показывают, что скорость 

скольжения, рассчитанная по формуле Рубинштейна и Зальцмана, намного 

меньше скорости вынужденного течения раствора, реально применяемого 

на практике, и соответственно, не оказывает существенного влияния на ис-

следуемые процессы. Поэтому подход, используемый ими для моделиро-

вания электроконвекции, при наличии вынужденной конвекции неприме-

ним. Кроме того, электроконвекция моделируется лишь для диффузионно-

го слоя, что не позволяет исследовать изменение толщины диффузионного 

слоя в зависимости от длины аппарата, величины падения потенциала и 

т.д. 

 Дальнейшее развитие теория электроконвекции получила в работах 

[18-21]. В этих работах предложена 2D-математическую модель переноса 

ионов в мембранных ячейках с учетом вынужденной конекции и электро-
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конвекции, при отсутствии химических реакций. Модель основана на свя-

занных уравнениях Навье-Стокса и Нернста-Планка - Пуассона и не со-

держит каких-либо настраиваемых параметров. Численное решение найде-

но без априорного разделения всего решения на электронейтральную и за-

ряженную области. Учет ненулевой вынужденной конвекции и специфич-

ные граничные условия, отличают модели друг от друга и от тех, которые 

были разработаны ранее. В этих работах проведен численный анализ ис-

следуемой задачи, установлены основные закономерности возникновения 

и развития электроконвекции. В работе [20] впервые теоретически рассчи-

тана вольтамперная кривая. Проведено сопоставление численных резуль-

татов  с экспериментальными данными и показано их качественное сход-

ство. 

В проанализированных выше работах используются, как правило, 

размерные величины. Поэтому фактически исследуется влияние отдельных 

факторов, например, скачка потенциала, средней скорости вынужденного тече-

ния раствора, геометрических характеристик канала, начальной концентра-

ции, и т.д. на процесс переноса. Однако влияние этих факторов проявляется 

не порознь, а совместно. Таким образом, возникает проблема введения без-

размерных комплексов из размерных величин, имеющих физический 

смысл и позволяющих выразить внутренние связи процесса. Как известно, 

для решения этой проблемы используется теория подобия, основанная на 

переходе к безразмерным параметрам в уравнениях и формулах, описыва-

ющих процесс, с использованием характерных для изучаемой системы ве-

личин.  

Имеется много работ (см. [4, 28]), посвященных переходу к безраз-

мерным переменным и критериям подобия в задачах, где предполагается 

выполнение условия электронейтральности. В этих работах исследуется в 

основном влияние вынужденной и естественной конвекции на тепломас-

соперенос. Однако в рамках предположения о выполнение условия элек-
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тронейтральности прямой учет влияния электроконвекции невозможен, а 

косвенный учет затруднен и требует привлечения дополнительных усло-

вий типа условий скольжения. В связи с этим возникает проблема перехо-

да к безразмерным переменным и построения теории подобия с использо-

ванием уравнений Нернста-Планка и Пуассона, Навье-Стокса и уравнения 

теплопроводности. Связь между этими уравнениями осуществляется за 

счет учета электрической силы и подъемных сил, возникающих в резуль-

тате концентрационной поляризации, пространственного заряда и джоуле-

вого разогрева раствора. 

Переход к безразмерным переменным в системе уравнений Нернста-

Планка и Пуассона в частном случае бинарного 1:1 электролита впервые 

осуществлен, по-видимому, в  [22]. Там же предлагается физический 

смысл некоторых критериев подобия .  

В работах [4, 21] осуществлен переход к безразмерным переменным 

в связанной системе уравнений Нернста-Планка, Пуассона и Навье-Стокса.  

Из-за того, что в качестве характерного масштаба  взята длина мембраны 

физическая  интерпретация безразмерных параметров не совпадает с [22, 

23], их физический смысл неясен.  

В работе [24] нами была разработана теория подобия для электро-

мембранных систем с учетом электроконвекции. Однако в этой работе не 

учитывалось гравитационная конвекция, возникающая в результате кон-

центрационной поляризации и джоулевого разогрева раствора. 

Противоречия в экспериментальных данных и их интерпретации, не-

совершенство модельных представлений делает невозможным адекватное 

описание процессов, протекающих в реальных электрохимических систе-

мах. Таким образом, теоретическое исследование изучение сверхпредель-

ного тепломассопереноса в канале обессоливания электродиализного ап-

парата для бинарного электролита в условиях совместного действия кон-

центрационной поляризации, пространственного заряда, вынужденной, 
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гравитационной и электроконвекции, выяснения роли и влияния каждого 

из них на перенос ионов соли в электромембранных системах является ак-

туальной проблемой. 

Данная работа является продолжением и развитием работ [24, 25]. В 

ней построена теория подобия процессов переноса в канале обессоливания 

с учетом всех типов конвективного движения раствора в электромем-

бранных системах, а именно с учетом вынужденной конвекции, гравита-

ционной конвекции и электроконвекции, предложены некоторые нетриви-

альные критерии подобия и определен их физический смысл. 

§1 Постановка задачи 

Для теоретического изучения взаимодействия вынужденной, грави-

тационной и электроконвекции, а также джоулева разогрева раствора и пе-

реноса тепла через мембраны, построим двумерную модель нестационар-

ного переноса бинарного электролита в гладком прямоугольном канале 

обессоливания электродиализного аппарата. 

            В электромембранных технологиях очистки воды, как правило, 

применяется два основных режима эксплуатации электродиализных аппа-

ратов: гальванодинамический (гальваностатический) и потенциодинамиче-

ский (потенциостатический). 

В данной работе исследуется потенциодинамический режим. Будем 

считать что рассматриваемые катионообменные и анионообменные мем-

браны являются гомогенными. Кроме того, поверхности ионообменных 

мембран будем считать эквипотенциальными.   

1.1 Переход к безразмерному виду, оценка критериальных чисел, 

входящих в уравнения 

При проведении и анализе физических и численных экспериментов 

можно видеть, что часть данных, условно говоря, неизменна, а другая 

часть варьируется от эксперимента к эксперименту.  Если ограничиться 

экспериментами с  раствором хлорида натрия, то неизменными можно 
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считать коэффициенты диффузии катиона ( 9
1 1033.1 −⋅=D м

2/с) и аниона 

( 9
2 1005.2 −⋅=D м

2/с). Считаются неизменными начальная плотность раствора 

5.10020 =ρ кг/м3, коэффициент кинематической вязкости 9101006 −⋅=ν м
2/с, 

коэффициент кинематической вязкости 9101006 −⋅=ν м
2/с, удельная тепло-

емкость раствора Pc  = 4083 Дж/(кг⋅K) [26]. 

 Используются также универсальные постоянные: число Фарадея F , 

универсальная газовая постоянная R ,  диэлектрическая проницаемость 

среды rε .       

Изменяемыми параметрами, определяющими условия эксперимента, 

являются, ширина канала обессоливания H, которая обычно меняется в за-

висимости от размера экспериментальной ячейки, длина канала L, средняя 

скорость вынужденного течения раствора 0V , начальная концентрация рас-

твора 0C .  

Ниже предлагаются данные характерные для процесса тепломассо-

переноса в канале обессоливания электродиализного аппарата. Они ис-

пользуются ниже при переходе к безразмерному виду. Часть этих данных 

вводится независимо, другая получается «автоматически» при переходе к 

безразмерному виду. 

1) Характерные скорость, пространственная величина,  время 

Средняя скорость вынужденного течения раствора варьируется от 
6

0 102 −⋅=V м/с до 2
0 10−=V м/с и она берется в качестве характерной скорости.  

Поскольку, начальное  вынужденное течение направлено вдоль ка-

нала, то, казалось бы, что нужно использовать в качестве характерного 

расстояния длину канала, и, определять через него, например, характерное 

время, число Рейнольдса и т.д. Однако в гидродинамике, для течения в ка-

нале в качестве характерного размера берется именно ширина канала H , а 

не длина L . Аналогичная ситуация для течения в круглых трубах, в каче-
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стве характерного размера берется диаметр трубы, а не длина. Объясняется 

это с физической точки зрения тем, что: 

1) для длинного канала ( HL >> ), его длина может  считаться беско-

нечно большой, поскольку на течение длина уже не влияет и остается все-

го один линейный размер,- ширина канала H , 

2) каким ни было течение в начале канала, она при HL 2≈
)

 или HL 3≈
)

 

вниз по течению становится течением Пуазейля, т.е. характерная длина  L
)

 

- зависит от ширины канала H , а не от реальной длины канала L . 

Ширина канала обессоливания ЭДА меняется от 0.5 мм до 10 мм, а 

длина от 1 мм до десятков сантиметров. С учетом 1) и 2) получаем, время 

00 VHt =  - это характерное время установления течения, при этом величина 

H  рассматривается как длина канала, равная по размеру ширине канала. 

Кроме того, в данной задаче основное внимание уделяется процессам пе-

реноса ионов соли, через ионообменные мембраны, т.е. поперек канала. 

2) Характерные значения падения потенциала, начальной концентра-

ции и температуры. Падение потенциала в камере обессоливания от  ме-

няется от 0=ϕd В до 10=ϕd В. Начальная концентрация раствора принимает 

значения от 01.00 =C моль/м3 до 100 =C  моль/м3, начальная температура 

раствора 2980 =T K. 

3) Характерное давление. Для движения раствора со средней скоро-

стью 0V  величина 2
000 VP ρ=  является характерным давлением, которая 

называется также скоростным напором или динамическим давлением. В 

аэро- и гидродинамике она обычно служит в качестве характерного мас-

штаба гидродинамического давления и используется при определении 

аэродинамических коэффициентов. 

4) Характерные величины плотности тока и электрической силы. Ха-

рактерным значением плотности тока служить предельная плотность тока, 

которая считается по формуле HCFDinp 012= . Для того, чтобы выяснить 
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физический смысл параметров )(uε  и elK  (см. ниже), необходимо ввести в 

рассмотрение характерное значение электрической силы. Для этого в рабо-

те [24], используя приближенное решение краевой задачи для системы од-

номерных уравнений НПП (Нернста - Планка и Пуассона) для раствора 

хлористого натрия показано [27], что характерным значением простран-

ственной электрической силы в двумерном случае, действующей на квад-

рат с характерной стороной H  является: 

       2
002 HCRTFel =                                                     (1) 

1.2 Переход к безразмерным уравнениям 

1) Формулы перехода. Для математической постановки задачи и 

численного ее решения необходимо привести уравнения к безразмерному 

виду. Для этого сделаем следующие замены: 

2
000

0

)(

0

)(0)()()()( ,,,,,, VP
P

P
P

V

V
V

H

tV
t

H

L
L

H

y
y

H

x
x uuuuuu ρ=======

r
r

, 10 DD = ,

E
RT

HF
E u

rr

0

)( = ,  ,,
0

22
0)(

0

)(

CHF

RT

RT

F ruu εεϕϕ ==
0

)(

C

C
С iu

i = , i
u

i j
CD

H
j

rr

00

)( = , g
g

e u
g

rr 1)( = , 

,
0

)(

D

D
D iu

i =  I
FCD

H
I u

rr

00

)( = ,   ϕϕ d
RT

F
d u

0

)( = , ( ) I
FDC

H
I u

rr

0

= , 
H

V
f

2
00

0

ρ= ,  
0

)(

T

T
T u = ,  

p

u

c

RC
B

0

0)(

ρ
= ,  

2
00

01)(
1 V

gHCa
A u

ρ
= ,    

2
00

02)(
2 V

gHCa
A u

ρ
= , 

2
00

0)(

V

gHTa
A Tu

T ρ
= ,    )()( dd Hkk = . 

1.3 Безразмерные параметры в уравнениях и краевых условиях и 

их физический смысл 

Рассмотрим безразмерные параметры и выясним их физический 

смысл:  

1) Длина  d
u

d
u kHkHLL === )()( . Безразмерная длина является параметром. 

2) Число Пекле 00 DHVPe =  - отношение конвективного переноса к моле-

кулярному. 

3) Число Рейнольдса νHV0Re=  - отношение силы инерции 2
0

2
0 VHFin ρ=   

к силе вязкого трения HVFtr 00νρ= .   
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4) Число Прандтля αν=Pr  - физическая постоянная, которую можно ин-

терпретировать как количественную меру относительной скорости возрас-

тания гидродинамического и теплового погранслоев.  

5) Физический смысл величины  )(uε . Число  )(uε  можно рассматривать 

как величину обратную к характерной безразмерной электрической силе:  

el

ru

F

k

FCRTH

RT 1
2

00
2

2
0)( )( == εε , где  

2

2
0

1

)(

F

RT
k rε

= - физическая постоянная величина 

имеющая размерность силы. Таким образом:  

el
u Fk1

)( =ε     или   ( )u
el

u F1)( =ε ,                                   (2) 

где )(u
elF - безразмерная характерная электрическая сила. Поэтому )(uε мо-

жет быть названа обратным числом электрической силы. 

 6) Физический смысл величины 
2

00

00

V

CRT
Kel ρ

= . Число  elK  можно рассмат-

ривать как отношение электрической силы к силе инерции  

in

el
el F

F

HV

HCRT

V

CRT
K ===

22
00

2
00

2
00

00

ρρ
 ,  где                                         (3) 

2
00 HCRTFel =  - характерная электрическая сила, 22

00 HVFin ρ=  - сила инерции. 

7) Общее критериальное число электроконвекции ekK  определяется 

как коэффициент при безразмерной электрической силе, ответственной за 

электроконвекцию, т.е. в виде (4)  или через размерные параметры (5): 

el
u

ek KK )(ε= ,                                              (4) 

222
00

2
0)(

FHV

RT
K r

ek ρ
ε= .                                              (5) 

Из определения числа электроконвекции ekK  следует существова-

ние такого его критического значения ekK , что при ekek KK ≥ , электроко-

нвекция возникает везде в канале.   

8) Число p
u cRCB 00

)( ρ= . 
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9) Числа
2

00

01)(
1 V

gHCa
A u

ρ
= , 

2
00

02)(
2 V

gHCa
A u

ρ
= , 

2
00

0)(

V

gHTa
A Tu

T ρ
= . Записывая  числа 

2,1,)( =iA u
i  и )(u

TA в виде 2,1,
22

00

3
0

2
00

0)( ==== i
F

F

HV

gHCa

V

gHCa
A

in

iiiu
i ρρ

 и 

in

TTTu
T F

F

HV

gHTa

V

gHTa
A ===

22
00

3
0

2
00

0)(

ρρ
, где 2,1,3

0 == igHCaF ii , а 3
0gHTaF TT = , получаем, 

что 2,1,)( =iA u
i  и )(u

TA  являются отношениями сил плавучести 2,1, =iFi , и TF  к 

силе инерции. 

10) Числа   )()( dd Hkk = ; gge u
g /)( rr =  - единичный вектор поля тяжести 

11) Введем в рассмотрение также безразмерные параметры, входящие 

в краевые условия [24]: 0
)( RTdFd u

ϕϕ = , 00
)(

0 RTdFd u = , 01
)(

1 RTdFd u = ,  

0
)( CCC km

u
km = ,  0

)( CCC am
u

am = , имеющие смысл, соответственно, общего зна-

чения, начального значения и темпа прироста потенциала, а также гранич-

ных значений концентраций на анионообменной и катионообменной мем-

бранах. Кроме того, важным параметром является отношение длины к ши-

рине dk , равное безразмерной длине. В рамках модели мы считаем одина-

ковыми начальную концентрацию в канале и концентрацию на входе в ка-

нал, хотя могут быть эксперименты, когда они разные. В ряде численных 

экспериментов ниже для простоты расчетов, принято 0CCC kmam == . 

12) Оценка безразмерных параметров показывает, что для характерных 

значений размерных величин для электродиализа, число Рейнольдса име-

ют порядок 1001÷ , а число Пекле и 42 1010 ÷ . Число ε  можно считать ма-

лым параметром, поскольку он меняется от 1710− до 710− . Число elK имеет 

порядок 31010÷ .  Число ekK имеет порядок 414 1010 −− ÷ .  

 §2 Краевая задача в безразмерном виде 

1) Система уравнений в безразмерных величинах имеет вид (индекc 

«u» для упрощения записи опущен): 

2,1, =+∇−= iVPeCCDECDzJ iiiiiii

rrr
                             (6) 
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2,1, =−= ijdiv
t

C
Pe i

i
v

∂
∂                                               (7)                                   

( )2211 CzCz +−=∆ϕε                                                   (8)                                                

2211 jzjzI
rrr

+=                                                 (9) 

( ) gT

el

eTACACA

KP
t

r

rrr
r

)1()1()1(
Re
1

)(

2211 −+−+−−

−∇∆+∆+−∇=∇+
∂
∂ ϕϕεVVV
V

                           (10) 

0) =Vdiv(
r

                                                          (11) 

( )yyxxyx EiEi
Pe

B

y

T

x

T

PrRey

T
V

x

T
V

t

T ++








∂
∂+

∂
∂

⋅
+

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂

2

2

2

21                  (12) 

 2) Краевые условия в безразмерном виде 

Поверхности ионообменных мембран считаются эквипотенциальны-

ми ),(),,0(),,1( tdtyty ϕϕϕ =−  ],0[,0 Lyt ∈≥ .                  

1) Условия на поверхности анионообменной мембраны:  

( ) amCtyC =,,02 ,  ],0[,0 Lyt ∈≥ . 

0)( 1111111 =+∇−∇−⋅−=⋅− VPeCCDCDznjn
rrrr ϕ . 

0),0,( =ytV
r

 , ].,0[,0 Lyt ∈≥  

)1),0,((
),0,( −−=

∂
∂

ytTk
x

ytT . 

2) Условия на поверхности катионообменной мембраны: 

( ) kmCtyC =,,11 ,  ],0[,0 Lyt ∈≥ . 

.0)( 2222222 =+∇−∇−⋅−=⋅− VPeCCDCDznjn
rrrr ϕ  

),1),1,((
),1,( −=

∂
∂

ytTk
x

ytT  

0),1,( =ytV
r

,  ].,0[,0 Lyt ∈≥  

4) Условия на входе в канал обессоливания: 

2,1,)0,,( 0, == iCxtC ii  

0)0,,( =xtVx , ( )xxVxtVy −= 16)0,,( 0 . 

)./()( 22
2
211

2
1222111 CDzCDzCDzCDznn ++∇⋅−=∇⋅ rr ϕ  
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0)0,,( TxtT = . 

         5) Условия на выходе из канала: 

2,1,0 ==
∂

∂−
∂
∂− i

y

C
D

y
CDz i

iiii

ϕ  

)./()( 22
2
211

2
1222111 CDzCDzCDzCDznn ++∇⋅−=∇⋅ rr ϕ  

,0),,( =LxtVx ( ),16),,( 0 xxVLxtVy −=  

,),1,(),0,( 0PLtPLtP ==  

0
),,( =

∂
∂

x

LxtT . 

6) Начальные условия: 2,1,),,0( 0, == iCyxC ii ,    xdyx ϕϕ =),,0( ,  

,0),,0( =yxVx  ( )xxVyxVy −= 16),,0( 0 , 0),,0( TyxT = .                 

 §3 Нетривиальные критерии подобия 

Один из нетривиальных мультипликативных критериев подобия, 

вводится по определению: elek KK ε= .  

 Поскольку в данной работе предполагается, что 0D  и ν  являются по-

стоянными, то постоянным является число Прандтля: 0Pr Dν= . Числа 

Пекле и Рейнольдса связаны соотношением:  RePr=Pe . 

Нетривиальные критерии подобия находим, комбинируя тривиальные 

критерии подобия. Через iγ  будем обозначать постоянные не зависящие от 

критериев подобия, т.е. физические постоянные в данной задаче.  

Найдены следующие нетривиальные критерии подобия: 211 AA γ= ,  

elek KK ε= , 23
2

5
1

34   BAAPe Tγε = , 43
3

23
1 BAPeKA Tel γ= ,  22

4
22

1 BAPeKA Tek γ= , где 
2

1
1 a

a=γ , 

463

2235
1

2 DFa

gcRa

T

prε
γ = , 

223
1

43
0

3 DgRa

ac

T

pρ
γ = , 

222

2
1

2
0

4
FDa

ac

T

pr ρε
γ = . 
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§4 Основные закономерности взаимодействия вынужденной, 

гравитационной и электроконвекции на основе анализа критериев 

подобия 

1) Выводы из анализа критериев подобия 

Запишем критерии подобия, отвечающий за электроконвекцию: 

( )2
005 HVTK ek γ= , где  2

0
2

5 FRr ρεγ = .                              (13) 

Из (13) следует, что ekK  явно зависит только от начальной темпера-

туры 0T , начальной скорости прокачки раствора 0V  и ширины канала H  в 

виде комплекса HVT 00 , причем зависимость квадратичная. При этом, чем 

меньше скорость вынужденного течения и (или) ширина канала, и 

(или) выше температура, тем сильнее выражена электроконвекция.  

Запишем критерии подобия, отвечающие за концентрационную 

конвекцию,  в виде: 

2,1,2
006, =⋅= iVHCA ii γ ,     где 06, ργ gaii = .                       (14) 

Из (14) следует, что iA  явно зависит только от начальной концентра-

ции 0C , начальной скорости прокачки раствора 0V  и ширины канала H  в 

виде комплекса 2
00 VHC .  При этом, чем меньше скорость вынужденного 

течения, тем сильнее выражена концентрационная конвекция, причем 

зависимость, как и в случае электроконвекции квадратичная. В то же вре-

мя, в отличие от электроконвекции концентрационная конвекция усили-

вается с увеличением ширины канала. Кроме того, критерии подобия, 

отвечающий за концентрационную конвекцию зависят от начальной 

концентрации, причем эта зависимость является линейной, и, следователь-

но, концентрационная конвекция усиливается  с увеличением началь-

ной концентрации раствора.  

Запишем критерий подобия, отвечающие за тепловую конвекцию в виде: 
2

006 VHTAT ⋅= γ ,  где 06 ργ gaT= .                               (15) 
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Из (15) следует, что TA  явно зависит только от начальной темпера-

туры 0T , начальной скорости прокачки раствора 0V  и ширины канала H  в 

виде комплекса 2
00 VHT . Зависимость тепловой конвекции от начальной 

скорости прокачки раствора 0V  и ширины канала H  аналогично такой за-

висимости концентрационной конвекции. В то же время,  тепловая 

конвекция зависит не от начальной концентрации, а от начальной темпе-

ратуры, причем эта зависимость является линейной, и, следовательно, теп-

ловая конвекция усиливается  с увеличением начальной температуры 

раствора. 

  Таким образом, теоретически доказано, что с увеличением началь-

ной концентрации и (или) ширины канала, начинает превалировать кон-

центрационная конвекция, а с уменьшением начальной концентрации и 

(или) ширины канала, начинает превалировать электроконвекция. В то же 

время при прочих равных условиях, с увеличением температуры вначале 

будет превалировать тепловая конвекция (зависимость TA  от 0T  линейная), 

а затем электроконвекция (зависимость ekK  от 0T  квадратичная).  

 Определенные выше теоретические закономерности подтверждены 

численным исследованием краевой задачи. Показано, что для раствора 

хлористого натрия при комнатной температуры и ширине канала обессо-

ливания порядка 1 мм  и скорости вынужденной конвекции  0.001 мм/с,  

концентрационная конвекция превалирует в области концентраций поряд-

ка 10 и более моль/м3, а электроконвекция превалирует в области концен-

траций порядка 0.1 и менее моль/м3 [29]. 

 2) Выводы из анализа нетривиальных критериев подобия 

 Запишем для удобства все полученные выше нетривиальные крите-

рии подобия: 211 AA γ= ,  elek KK ε= , 23
2

5
1

34   BAAPe Tγε = , 43
3

23
1 BAPeKA Tel γ= ,  

22
4

22
1 BAPeKA Tek γ= . 
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С точки зрения влияния начальных данных на концентрационную 

конвекцию, из равенства 211 AA γ=  получаем, что роль катионов и анионов, 

практически одинаково. Отсюда следует, что при 11 =γ  течение в канале 

будет симметричным. 

Равенство 23
2

5
1

34   BAAPe Tγε =  показывает соотношение между концен-

трационной конвекций и тепловой конвекцией с учетом пространственно-

го заряда и джоулевым разогревом раствора и степень влияния каждого из 

их на тепломассоперенос.   

Равенства, 43
3

23
1 BAPeKA Tel γ=  и 22

4
22

1 BAPeKA Tek γ= , и их аналоги, по-

лучаемые заменой PrRe ⋅= Pe , а именно: 432
3

23
1 PrRe BAKA Tel γ=  и 

222
4

22
1 PrRe BAKA Tek γ=  показывает соотношение между вынужденной 

конвекцией, концентрационной конвекций и тепловой конвекцией с уче-

том джоулевого разогрева раствора и степень влияния каждого из них на 

тепломассоперенос. 

Заключение. Построена достаточно общая математическая модель 

нестационарного переноса бинарного электролита в электромембранных 

системах с учетом совместного действия гравитационной, вынужденной и 

электроконвекции. Она представляет собой краевую задачу для системы 

квазилинейных уравнений в частных производных.  

Развита теория подобия процесса тепломассопереноса в электромем-

бранных системах, конкретно в канале обессоливания электродиализного 

аппарата, с учетом с учетом совместного действия концентрационной по-

ляризации, пространственного заряда, гравитационной, вынужденной и 

электроконвекции.  

Найдены нетривиальные критерии подобия и выяснен вклад концен-

трационной поляризации, пространственного заряда, гравитационной, вы-

нужденной и электроконвекции в тепломассоперенос. 
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 Показано, что критерий электроконвекции явно не зависит от 

начальной концентрации и поэтому электроконвекция возникает при лю-

бой начальной концентрации. В то же время критерий концентрационной 

конвекции линейно зависит от  начальной концентрации и поэтому при 

высоких концентрациях превалирует концентрационная конвекция, а при 

более низких концентрациях, роль гравитационной конвекции начинает 

падать при одновременном возрастании роли электроконвекции.  

Построенная выше теория подобия процесса тепломассопереноса в 

канале обессоливания электродиализного аппарата, с учетом совместного 

действия концентрационной поляризации, пространственного заряда, гра-

витационной, вынужденной и электроконвекции имеет важное значение 

для инженерных расчетов, для масштабирования результатов эксперимен-

тов в электромембранной ячейке для промышленных электродиализных 

аппаратов обессоливания воды. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 

научных проектов № 13-08-93105-НЦНИЛ_а, № 13-08-93106-НЦНИЛ_а  и  

№ 13-08-96525 р_юг_а. 
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