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Рассмотрена модифицированная модель Солоу с эндогенным техническим прогрессом, демонстрирующая «взрывной», сингулярный рост. Выведена формула для момента наступления сингулярности. Данная модель «надстроена» до  экономико-климатической модели (модели совокупной оценки), описывающая рост мировой экономики в условиях глобальных климатических изменений. Найдено нетривиальное стационарное решение модели. Показано, что данное решение является неустойчивым, а разработанная модель совокупной оценки демонстрирует режим «взрывного» роста, как и исходная модификация модели Солоу
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1. Введение

Модели совокупной оценки (англ. Integrated Assessment models) разрабатываются с целью оценки эффективности предлагаемых мер по смягчению глобальных климатических изменений, а также возможных социально-экономических последствий данных мер. Подобные модели рассчитывают динамику объединенной экономико–климатической системы при различных возможных сценариях климатической политики. Как правило, они состоят из двух взаимосвязанных модулей: экономического и климатического. Экономический модуль может описывать мировую экономику агрегированно (в более простых моделях), а может быть детализирован в региональном и отраслевом разрезах, что придает и самим моделям, и выполняемым на их основе исследованиям существенно большую степень реалистичности [5, 10]. В упрощенных теоретических моделях в качестве экономического модуля можно использовать одну из широко известных моделей экономического роста: модель Солоу, модель Рамсея, AK-модель и т.д.

В теории экономического роста известны модели, демонстрирующие «взрывной», сингулярный рост, когда фазовые переменные обращаются в бесконечность за конечное время [11]. Иными словами, в подобных моделях экономический рост является кардинально более быстрым, чем экспоненциальный.

Что произойдет, если построить экономико-климатическую модель на основе экономической модели, демонстрирующей «взрывной» рост, и замкнуть модель отрицательной обратной связью от климатического модуля, способствующей для других моделей установлению режима «пределов роста» [7]? Станет ли сингулярная динамика регулярной, или же рост сохранит свой «взрывной» характер? Настоящая работа отвечает на данный методический вопрос посредством детального анализа конкретного примера.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 кратко описана модифицированная модель Солоу с эндогенным технологическим прогрессом. В разделе 3 выведена точная формула для момента наступления сингулярности в данной модели. В разделе 4 показано, как на основе данной модели путем добавления климатического модуля можно построить модель совокупной оценки. Раздел 5 посвящен описанию процедуры нахождения нетривиального стационарного решения полученной модели совокупной оценки. В разделе 6 выполнен анализ устойчивости стационарного решения в линейном приближении (приводящий к выводу о его неустойчивости для реалистичных значений параметров модели), и на основе численных экспериментов показано, что модель совокупной оценки по-прежнему демонстрирует «взрывной» рост, подобно исходной модификации модели Солоу. Раздел 7 завершает работу.

2. Модель Солоу с эндогенным техническим прогрессом
Модифицируем стандартную модель Солоу [1] с производственной функцией Кобба–Дугласа, предполагая, что технологический параметр в данной функции не является постоянной величиной (как было в стандартной модели), а, напротив, линеен по капиталовооруженности.
 Таким образом, с ростом капиталовооруженности технологический параметр растет, и технический прогресс в модифицированной модели принимает эндогенный характер.
 При этом итоговая производственная функция демонстрирует возрастающую отдачу от масштаба.

Фазовой переменной модели является капиталовооруженность 
[image: image1.wmf]k

 (физический капитал на единицу труда), а управляющим параметром – норма сбережения 
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. Согласно вышесказанному, выпуск на единицу труда имеет вид
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причем
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следовательно,
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Уравнение динамики капиталовооруженности принимает вид
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где 
[image: image10.wmf]λ

 – (постоянный) темп роста населения, 
[image: image11.wmf]δ

 – норма износа физического капитала. Точка над переменной здесь и далее означает производную по времени.
Несложно видеть, что модифицированная модель Солоу в форме (4) демонстрирует режим «взрывного», сингулярного роста, при котором фазовая переменная (
[image: image12.wmf]k

) обращается в бесконечность за конечное время. В следующем разделе будет выведена точная формула для момента наступления сингулярности.

3. Формула для момента наступления сингулярности

Выведем формулу для момента наступления сингулярности 
[image: image13.wmf]T

 в модифицированной модели Солоу, предполагая, что в начальный (нулевой) момент времени значение капиталовооруженности равно 
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. В динамическом уравнении (4) переменные разделяются:
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откуда
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Интеграл в последнем выражении вычисляется подстановкой 
[image: image17.wmf])
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Последний интеграл является табличным [3]:
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Применяя к интегралу (7) формулу (8) и подставляя пределы интегрирования (что, в частности, требует раскрытия неопределенности на бесконечном пределе), окончательно находим:
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Отметим, что знак минус в итоговой формуле (9) не должен вводить в заблуждение, поскольку логарифм в той же формуле берется от аргумента, меньшего единицы, и потому является отрицательным; таким образом, момент наступления сингулярности оказывается, как и следовало, положительным.

4. Модель совокупной оценки

Один из простейших способов, при помощи которого модифицированная модель Солоу (4) может быть «надстроена» до простой экономико-климатической модели (модели совокупной оценки), заключается в следующем. Предположив, что исходное уравнение (4) в некотором приближении описывают глобальную экономическую динамику, примем далее стандартное для моделей совокупной оценки допущение, согласно которому в условиях неблагоприятных изменений глобального климата номинальный выпуск в уравнении (4) должен быть заменен эффективным выпуском, скорректированным на функцию климатического ущерба (англ. climate damage function) 
[image: image21.wmf])
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, зависящую от глобальной средней температуры приземного воздуха 
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 (далее по тексту – температура; отсчитывается от характерного доиндустриального значения). Для численных расчетов нами выбрана спецификация функции климатического ущерба 
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где 
[image: image25.wmf]β

=0,0028 (°C)-2.

Динамика температуры рассчитывается в климатическом модуле модели, в качестве которого можно выбрать систему двух уравнений для атмосферного содержания углекислого газа 
[image: image26.wmf]C

 и температуры 
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, применявшуюся для построения иной теоретической модели совокупной оценки в работе [8] (см. ниже уравнения (13)-(14)). При этом делается предположение о том, что выбросы углекислого газа в атмосферу, входящие в уравнение (13), пропорциональны выпуску мировой экономики, причем коэффициент пропорциональности имеет смысл карбоноемкости мировой экономики. Следуя работе [8], сделаем (оптимистичное) предположение о том, что карбоноемкость экзогенно снижается со временем экспоненциальным образом (медленно затухающая экспонента). Однако, согласно сделанным выше допущениям, выбросы углекислого газа пропорциональны полному выпуску экономики, равному
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где 
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 задан формулой (3), 
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 – труд, а 
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 – его начальное значение. Ниже в уравнении (13) в методических целях делается упрощающее предположение о том, что затухающая экспонента в карбоноемкости в точности компенсируется растущей экспонентой в трудовых ресурсах (моделирующей рост населения), поэтому в данном частном случае итоговая динамическая система (12)-(14) остается автономной.

В итоге, полная модель совокупной оценки представляет собой систему трех динамических уравнений:
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В уравнении (13) 
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 – значение карбоноемкости в начальный момент времени, 
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 – характерное время жизни углекислого газа в атмосфере, 
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 – доиндустриальное значение атмосферного содержания углекислого газа. В уравнении (14) 
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 – характерное время релаксации температуры, 
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 – чувствительность климатической системы к (гипотетическому) удвоению атмосферного содержания углекислого газа.

5. Стационарное решение модели совокупной оценки
Из явного вида динамической системы (12)-(14) несложно усмотреть, что она имеет нетривиальное стационарное решение (
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). Чтобы найти его, необходимо приравнять нулю правые части уравнений (12)-(14). Из уравнения (12) немедленно находим
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в то время как стационарный вариант уравнения (14) дает
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Подставляя найденные соотношения (15)-(16) в уравнение (13), окончательно приходим к замкнутому нелинейному уравнению для 
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из вида левой и правой частей которого несложно усмотреть, что оно имеет нетривиальное решение. Последнее, однако, может быть найдено лишь численно. Найдя 
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 путем численного решения уравнения (17) при заданных значениях параметров модели, определим затем из соотношений (15)-(16) и стационарные значения двух других фазовых переменных исследуемой динамической системы.

6. Анализ устойчивости стационарного решения
Наличие у модели совокупной оценки, заданной динамической системой (12)-(14), стационарного решения, вообще говоря, еще не означает, что некоторое решение, отвечающее начальным условиям, отличным от найденной стационарной точки, будет с ростом времени стремиться к стационарному решению. Чтобы проанализировать данный вопрос, исследуем устойчивость стационарной точки по Ляпунову [6].
Для этого линеаризуем динамическую систему (12)-(14) в окрестности стационарной точки. Если обозначить вектор возмущений фазовых переменных как 
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то линеаризованная система примет вид
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где матрица 
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 имеет структуру

	
[image: image52.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

33

32

22

21

13

11

,

,

0

0

,

,

,

0

,

a

a

a

a

a

a

A

,
	(20)


а ее ненулевые элементы равны
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Отметим, что при преобразованиях в соотношениях (21)-(23) использовалась формула (15), а в соотношении (25) – формула (16).

Для анализа линейной устойчивости необходимо исследовать знаки вещественных частей собственных значений матрицы 
[image: image59.wmf]A

 (20). Чтобы найти собственные числа, необходимо решить характеристическое уравнение
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где 
[image: image61.wmf]I

 – единичная матрица. Несложно видеть, что для матрицы со структурой (20) характеристическое уравнение принимает вид
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Если бы второе слагаемое (
[image: image63.wmf]32
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) в уравнении (28) отсутствовало, то собственные значения были бы в точности равны диагональным элементам матрицы 
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: 
[image: image65.wmf]11

a

, 
[image: image66.wmf]22

a

 и 
[image: image67.wmf]33

a

. При этом, поскольку, согласно соотношению (21), 
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, стационарная точка была бы неустойчивой. Наличие второго слагаемого (
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) в уравнении (28), с учетом того что знак данного слагаемого, согласно соотношениям (22)-(23) и (25), является отрицательным, делает вопрос о знаках вещественных частей собственных значений нетривиальным и требующим численного исследования.
Соответствующие численные расчеты были выполнены авторами для реалистичных значений параметров модели. Расчеты выявили наличие положительного корня у характеристического уравнения (28), что свидетельствует о неустойчивости стационарного решения исследуемой динамической системы.
Кроме того, авторами была выполнена серия численных экспериментов, в которых, после спецификации реалистичных значений параметров модели и соответствующих начальных условий, система (12)-(14) интегрировалась численно методом Рунге–Кутты при помощи специализированного пакета программ Vensim ® DSS. Во всех экспериментах динамическая система (12)-(14) демонстрировала «взрывной», сингулярный рост, подобно исходной модификации модели Солоу (разделы 2-3), а сходимости к стационарному решению не наблюдалось. Следует также отметить, что включение в модель климатического модуля (уравнения (13)-(14)) лишь незначительно задерживало момент наступления сингулярности, когда капиталовооруженность обращается в бесконечность, по сравнению с рассчитанным по формуле (9).
Сходные результаты были недавно получены авторами и для другой модели совокупной оценки, в которой климатический модуль имел тот же вид, что и в настоящей работе, а экономический модуль базировался на AK-модели с эндогенным технологическим параметром, демонстрирующей режим «взрывного» роста, подобно модифицированной модели Солоу [4]. Численные эксперименты показали, что и в подобной модели совокупной оценки режим «взрывного» роста сохраняется, несмотря на наличие отрицательной обратной связи от климатического модуля.

7. Заключение

В данной работе была выполнена «надстройка» модифицированной модели Солоу, демонстрирующей «взрывной», сингулярный рост, до экономико-климатической модели совокупной оценки. При этом теоретический анализ устойчивости стационарного решения и численные эксперименты показали, что полученная модель совокупной оценки по-прежнему демонстрирует «взрывной» рост, несмотря на наличие фундаментальной отрицательной обратной связи от климатической системы, в иных моделях вполне способной обеспечить «пределы роста». Сходные результаты, недавно полученные авторами при исследовании другой модели совокупной оценки (см. обсуждение в конце раздела 6), позволяют предполагать, что полученный в двух частных случаях результат может оказаться универсальным для данного класса экономико-климатических моделей. 
Один из авторов (Д.В. Ковалевский) признателен Российскому фонду фундаментальных исследований за финансовую поддержку (проект № 12-06-00381-а «Оптимизационный и системно-динамический подходы в моделях экономики изменений климата»).
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� Отметим, что самим Р. Солоу в одной из поздних работ была предложена иная модификация модели Солоу с эндогенным технологическим параметром. В данной модификации для технологического параметра записывалось отдельное динамическое уравнение, причем темп его роста зависел от капиталовооруженности [12].


� Одним из механизмов эндогенного роста могут стать инвестиции в инновационную деятельность, недостаточный уровень которых, по общему мнению, существенно тормозит процессы модернизации российской экономики на современном этапе [2].


� Результаты данного исследования изложены в работе: Ковалевский Д.В., Ковалевская Л.Д. Сингулярный рост в экономико-климатической модели с эндогенным технологическим параметром // Вестник СПбГЭУ (представлено к публикации).
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