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В настоящей работе мы продолжаем исследования, начатые в [1-14].  В [15]  была доказана теорема о распределении  абсолютных значений сумм характеров абелевых групп, а в [16]  получено распределение значений короткой показательной рациональной тригонометрической суммы. Возникают вопросы об оценке скорости сходимости к предельному распределению. Данная статья посвящена ответу на эти вопросы.
Рассмотрим бесконечную последовательность конечных абелевых групп [image: image2.png]


, таких что [image: image4.png],



 где [image: image6.png]


 — количество примарных циклических подгрупп в разложении группы [image: image8.png]


 и величину вида [image: image10.png]


 где суммирование ведется по образующим примарных циклических подгрупп в разложении группы [image: image12.png]


, а [image: image14.png]


 — характер абелевой группы [image: image16.png]


. Обозначим через [image: image18.png]


 порядок группы [image: image20.png]


.

Пусть [image: image22.png]


 — моменты рассматриваемой случайной величины. Докажем справедливость следующей теоремы.
Теорема 1. Пусть [image: image24.png]E.(0)



 — величина[image: image26.png]


 определенная выше[image: image28.png]


 Тогда для [image: image30.png]


 имеет место асимптотическая формула
[image: image31.png]



где [image: image33.png]g1 =1



.
Доказательство. Вычислим момент порядка [image: image35.png]2r



 случайной величины [image: image37.png]E.(0)



 для каждого [image: image39.png]


: 
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[image: image41.png]1 [
oD ¥ @)K B
~

G,




Имеет место равенство 
[image: image42.png]lecut=a;
0,8 npoTHEROM Cyae.





Тогда 
[image: image43.png]



Найдем количество решений уравнения [image: image45.png]a ...



В силу однозначности разложения на примарные сомножители набор чисел [image: image47.png]


 является перестановкой [image: image49.png]


. Если [image: image51.png]


 — различные, то таких наборов будет ровно [image: image53.png]Sp(Sp — 1) (s, — 7+ 1)



, а число решений уравнения равно [image: image55.png]rls,(s, —1)..(s,—r+1)



.
Если среди чисел [image: image57.png]


 есть хотя бы два одинаковых, то число таких наборов не превосходит [image: image59.png]r(r—1)sit =r?srt



. Соответственно, число решений уравнения [image: image61.png]a ...



 среди таких наборов не превосходит [image: image63.png]rly2gr-1



.
Пусть теперь [image: image65.png]


. Обозначим 
[image: image66.png]l_[:s,,(s D1 +1)= s(l—sl) (115—1)_





Поделив это равенство на [image: image68.png]


 и прологарифмировав его, получаем 
[image: image69.png]



Так как верно неравенство [image: image71.png]k<r—1<.[s,



 то [image: image73.png]


 и, считая, что [image: image75.png]


, заключаем
[image: image76.png]



Поскольку [image: image78.png]1n(1—i)>—}’,‘;,
o



 то с учетом полученного выше неравенства имеем 
[image: image79.png]



Из последнего неравенства следует 
[image: image80.png]=





А с учетом того, что [image: image82.png]


, получаем неравенство 
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Таким образом, для [image: image85.png]


 верна формула 
[image: image86.png]rir!
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где [image: image88.png]g1 =1



. Теорема доказана.
Заметим, что при[image: image90.png]


 верно, что 
[image: image91.png]



где [image: image93.png]g1 =1



.
Оценим меру [image: image95.png]


 больших значений суммы [image: image97.png]S0 = X x(@

P



, где суммирование, как и прежде, ведется по образующим примарных циклических подгрупп в разложении группы [image: image99.png]


. Здесь [image: image101.png]


 и [image: image103.png]=#:15. (D = 1/5,}



 — количество [image: image105.png]


 для которых выполняется неравенство в скобках. 
Теорема 2.  Для меры [image: image107.png]


 больших значений суммы [image: image109.png]S (x)



 верно неравенство 
[image: image110.png]a2
U< 3ee.




 Доказательство. Очевидно, что при [image: image112.png]


 будет верно, что [image: image114.png]


. Поэтому можно считать, что [image: image116.png]


. Рассмотрим [image: image118.png]


. Тогда 
[image: image119.png]



Пусть [image: image121.png]


. Воспользовавшись тривиальной оценкой [image: image123.png]m,,(n) <r!



, получим 
[image: image124.png]v 21
Zprsr <rls <ty




откуда следует, что [image: image126.png]



Для [image: image128.png]r=[2]



 верны неравенства [image: image130.png]Az S
C o 1<rsigm



.
С учетом данных неравенств получаем: 
[image: image131.png]2 2
u<eT<e-e e <3e e




Если [image: image133.png]A< e



, то воспользуемся тривиальной оценкой [image: image135.png]


. Так как при таких [image: image137.png]


 оценка [image: image139.png]


 верна, то теорема доказана. 
Справедлива следующая теорема о скорости сходимости распределения рассматриваемой случайной величины.
Теорема 3. Пусть [image: image141.png]E.(0)



 — величина[image: image143.png]


 определенная выше[image: image145.png]


 Тогда найдется такое [image: image147.png]


 что для любого [image: image149.png]n>n,



 справедливо равенство[image: image151.png]


 
[image: image152.png]EAD)=1




где [image: image154.png]F, (%)



 — функция распределения величины [image: image156.png]E.(0)



 и [image: image158.png]IRa| <

3240Inlnsp





 Доказательство. Согласно доказанному выше, при [image: image160.png]


 верно
[image: image161.png]



Положим[image: image163.png]N =[] +1



 Очевидно, что [image: image165.png]


. Таким образом, применив следствие 1 теоремы 1 ([17, 20]), получим утверждение теоремы.

Докажем справедливость следующей теоремы о дробных моментах.
Теорема 4. Пусть [image: image167.png]E.(0)



 — величина[image: image169.png]


 определенная выше[image: image171.png]


 Тогда найдется такое [image: image173.png]


 что для любого [image: image175.png]n>n,



 и [image: image177.png]0< asilnsn



 справедливо равенство[image: image179.png]


 

[image: image181.png]m,(n) =T(0.5a+ 1)+ 6R,




где [image: image183.png]rc)



 — гамма–функция Эйлера, [image: image185.png]g1 =1



 и 
[image: image186.png]



где
[image: image187.png]210
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[image: image188.png]



[image: image189.png]R, — 2’-r(;+1)exp(— "zhz'f" .




Доказательство. Воспользуемся тем, что при [image: image191.png]


 верно равенство 
[image: image192.png]



где [image: image194.png]g1 =1



.
Положим [image: image196.png]


. Поскольку 
[image: image197.png][%ln(ﬁ)] +1< s,




то можно применить теорему 1 из [18, 20].
В нашем случае [image: image199.png]


, [image: image201.png]


 и [image: image203.png]f(n) = /s,



, откуда получаем требуемое утверждение.
Далее рассмотрим сумму вида [image: image205.png]S(h= %

emexih



 и нормированную случайную величину [image: image207.png]


, где [image: image209.png]


 — простое, [image: image211.png](a,p)=1



, [image: image213.png]


 — первообразный корень по модулю [image: image215.png]


, [image: image217.png]x,n,a,h



 — натуральные числа, [image: image219.png]X <p



. Также [image: image221.png]lim h(p) = +oo

pston



 и [image: image223.png]hg'

h

<p



.
В дальнейшем нам понадобится следующая теорема
Теорема 5.  Пусть [image: image225.png]


 — последовательность натуральных чисел такая[image: image227.png]


 что [image: image229.png]>,



 [image: image231.png]


 — фиксированное натуральное число, [image: image233.png]


 — растущее натуральное число[image: image235.png]


 [image: image237.png]


 — натуральное число, для которого верно неравенство [image: image239.png]S <-1/p)?



 [image: image241.png]A, (P)



 — количество решений диофантова уравнения 
[image: image242.png]



в целых числах [image: image244.png]1=x,y, <P.



 Тогда при [image: image246.png]2
KT <P



 
[image: image247.png]A, (P) = k! P* + Qckk! TP* 1,




где [image: image249.png]8] =1,



 [image: image251.png]


. 
Доказательство теоремы см. в [19] (стр. 19).

Далее, как и прежде, [image: image253.png]m.p) =7 I &

P-13cpap_q



 — моменты рассматриваемой случайной величины. Верна следующая теорема.
Теорема 6. Пусть [image: image255.png]


 — величина[image: image257.png]


 определенная выше. Тогда существует такое [image: image259.png]


, что для всех [image: image261.png]


 и для [image: image263.png]


 имеет место асимптотическая формула
[image: image264.png]Moy (p) =7 (1 + s%).




где [image: image266.png]g1 =1



.

Доказательство. Вычислим момент порядка [image: image268.png]2r



 случайной величины [image: image270.png]


 для каждого [image: image272.png]


. При этом будем следовать доказательству из [16].
[image: image273.png]
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Поскольку [image: image277.png]


 пробегает приведенную систему вычетов по модулю [image: image279.png]


, а [image: image281.png]


 — первообразный корень, то [image: image283.png]ag



 тоже пробегает приведенную систему вычетов по модулю [image: image285.png]



Имеет место следующее равенство: 
[image: image286.png]ecnu o = 0(mod p);
B NPOTHBHOM Cy<ae





Поэтому
[image: image287.png]1 1 1

4,





где [image: image289.png]


 — количество решений сравнения
[image: image290.png]gm 4+ gMr = g™+t + -+ g™2r(mod p),





а [image: image292.png]T _ A,
= h?¥
A, =



 
Поскольку [image: image294.png]hg" <p,



 вместо сравнения 
[image: image295.png]gmt 44 gMr = gMr+t + -+ g™2r(mod p)





можно рассмотреть равенство
[image: image296.png]gmt 4+ gMr = gl 4 4 g




Применим теорему 5. В нашем случае [image: image298.png]


, соответственно, [image: image300.png]


, [image: image302.png]


, [image: image304.png]


. Все условия теоремы 5 выполняются, а значит при [image: image306.png]2rT<h



 и [image: image308.png]1
< <(@1-1/g)



 имеем 
[image: image309.png]A, =71'h" +02ciTr' h™ 3,




где [image: image311.png]8] =1,



 [image: image313.png]


.
Тогда [image: image315.png]A, = h*"—r'h"
r'h"™ — 82¢iTr! h™ 1



 и 
[image: image316.png]1 1
Moy (p) =71 + 0265 TPl - — ———— - (R — 71 h" — 62c5Trlh™=) =




[image: image317.png]1+ 6205Tr= —
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Положим [image: image319.png]


. Так как [image: image321.png]


, то [image: image323.png]


 и, таким образом, для [image: image325.png]


 
[image: image326.png]+ +4647r! s
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Тогда существует такое [image: image328.png]


, что для всех [image: image330.png]


 и [image: image332.png]


можно записать

[image: image333.png]Moy (p) =7 (1 + s%).




Теорема доказана.
Оценим меру [image: image335.png]


 больших значений суммы [image: image337.png]S,

p



. Здесь [image: image339.png]


 где [image: image341.png]= #{x:1S,(x)| = Wh)




 — количество [image: image343.png]


 для которых выполняется неравенство в скобках. 
Теорема 7. Для меры [image: image345.png]


 больших значений суммы [image: image347.png]Sh(x)



 верно неравенство 
[image: image348.png]a2
L<3-e 2




 Доказательство. Очевидно, что при [image: image350.png]1>h



 будет верно, что [image: image352.png]


. Поэтому можно считать, что [image: image354.png]1 <+h



. Рассмотрим [image: image356.png]


. Тогда 
[image: image357.png]v

L = v
p—1 P*l(lﬁ)bgpi
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В ходе доказательства теоремы 6 было получено, что 
[image: image358.png]1 1 1

4,





где [image: image360.png]


 — количество решений уравнения
[image: image361.png]gmt 4+ gMr = gl 4 4 g




В [19, стр. 17] было показано, что уравнение такого типа имеет не более [image: image363.png]cr'h”



 решений, где [image: image365.png]


. Так как [image: image367.png]


, то [image: image369.png]


 и, таким образом, верна оценка 
[image: image370.png]1
Moy () < Ay < 277 < (21,




откуда получаем, что [image: image372.png]



Для [image: image374.png]r=[2]



 верны неравенства [image: image376.png]


.
С учетом данных неравенств получаем: 
[image: image377.png]2 2
u<e T <e-e2:<3-e 28




Если [image: image379.png]1< 2e



, то воспользуемся тривиальной оценкой [image: image381.png]


. Так как при таких [image: image383.png]


 оценка [image: image385.png]1<3-e 2



 верна, то теорема доказана.
Для дальнейших рассуждений положим [image: image387.png]


. Для [image: image389.png]


 верны неравенства 
[image: image390.png]



Существует такое [image: image392.png]


, что для всех [image: image394.png]D >Dp,



 верно неравенство [image: image396.png]


. Таким образом, с учетом теоремы 6, при [image: image398.png]D > D,



, где [image: image400.png]Do = max(py,ps),



 и при [image: image402.png]


 имеет место следующее выражение: 
[image: image403.png]Moy (p) =7 (1+s E





где [image: image405.png]g1 =1



.

Справедлива следующая теорема о скорости сходимости распределения рассматриваемой случайной величины.
Теорема 8. Пусть [image: image407.png]


 — величина[image: image409.png]


 определенная выше, где [image: image411.png]


 Тогда найдется такое [image: image413.png]


 что для любого [image: image415.png]D > D,



 справедливо равенство[image: image417.png]


 
[image: image418.png]E, ) =1—e* +R,,




где [image: image420.png]F,(X)



 — функция распределения величины [image: image422.png]


 и [image: image424.png]6480Inlnlnp

IR, | < 2=



 
 Доказательство. Согласно доказанному выше, при [image: image426.png]


 верно
[image: image427.png]Moy (p) =7 (1+s E





Пусть [image: image429.png]N = [*In/mp)] +1



. Поскольку [image: image431.png][£Ininp| + 1 <22



, то можно воспользоваться следствием 1 теоремы 1 из [17, 20], из которого следует требуемая теорема. 
Теорема 9. Пусть [image: image433.png]


 — величина[image: image435.png]


 определенная выше, где [image: image437.png]


  Тогда найдется такое [image: image439.png]


 что для любого [image: image441.png]D > D,



 и [image: image443.png]


 справедливо равенство[image: image445.png]


 
[image: image446.png]m,(p) =T(05a+ 1)+ 6R,




где [image: image448.png]rc)



 — гамма–функция Эйлера, [image: image450.png]g1 =1



 и 
[image: image451.png]1 1
Rs, 533y/Ilp < a < —lnlnp,




где
[image: image452.png]atz
210 (22%|nninp) 2
Re=— (")

a \_ Inlnp




[image: image453.png]



[image: image454.png]R —25.1(% _y/lnlnp
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 Доказательство. Воспользуемся тем, что при [image: image456.png]D > D,



 и при [image: image458.png]


 верно равенство 
[image: image459.png]Moy (p) =7 (1+s E





где [image: image461.png]g1 =1




Положим [image: image463.png]


. Поскольку 
[image: image464.png]1 Inls
[?ln(‘,/lnp)] +1< ";'P,




то можно применить теорему 1 из [18, 20].
В нашем случае [image: image466.png]


, [image: image468.png]


 и [image: image470.png]f(p)=*p



, откуда получаем требуемое утверждение. 
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