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В работе рассмотрена теория гравитации Эйнштейна 
в связи с теорией Янга-Миллса. Сформулирована 
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требованиям квантовой теории. Обсуждается 
механизм генерации барионной материи из темной 
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Введение 
     

Как известно, общая теория относительности Эйнштейна /1-3/ является 

основной моделью квантовой теории гравитации /4-6/, а теория Янга-Миллса 

/7/ является основной моделью квантовой хромодинамики /8-9/.  

И в том, и в другом случае есть определенные достижения по 

объяснению механизмов генерации наблюдаемой материи /3,6,9/ и 

существуют сходные проблемы квантования, обусловленные нелинейностью 

моделей /10/.   

Ранее было показано, что существует связь между уравнениями Янга-

Миллса и уравнениями Эйнштейна /11/. В работе /12/ получены решения 

уравнений Янга-Миллса в случае центрально-симметрических метрик. 

Метрики /12/, зависящие от эллиптической функции Вейерштрасса, были 

использованы  для моделирования метрики адронов и динамики кварков в 
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составе адронов и атомных ядер, а также преонов в составе лептонов и 

кварков  /13-17/.  

Следует заметить, что аналогичные метрики, зависящие от функции 

Вейерштрасса, содержатся и среди решений уравнений Эйнштейна /18-20/.  

Уравнения гравитационного поля Эйнштейна имеют вид /1/:    
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 µνµνµν TgR ,,   - тензор Риччи, метрический тензор и тензор энергии-

импульса;  cG,,Λ - космологическая постоянная Эйнштейна, гравитационная 

постоянная и скорость света соответственно.  
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α
βγδR - тензор Римана, i

klΓ – символы Кристоффеля второго рода.  

Отметим, что Эйнштейн предложил в 1912-1955 гг. несколько 

альтернативных теорий гравитации, среди которых теория (1) получила 

всеобщее признание. Множество споров вызывала космологическая 

постоянная, введенная Эйнштейном в 1917 г в работе /1/. Однако 

происхождение этого эффекта относится к одной из самых больших загадок 

современной физики /21-23/.  

Действительно, это слагаемое могло бы возникнуть как следствие 

квантовых флуктуаций, но соответствующие оценки показывают, что 

существует огромное различие, составляющее 120 порядков между 

экспериментальной величиной Λ  и предсказанием квантовой теории 
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гравитации. Это различие можно несколько сократить, используя различные 

соображения /21/, но нельзя устранить.    

Отмеченное огромное различие между фактами и теорией означает, что 

между геометрией микромира и геометрией в масштабе всей Вселенной нет 

никакой связи. Кроме того, гипотеза о зависимости геометрии от 

распределения материи, происхождение которой остается неизвестным даже 

в современной теории, представляется недоказуемой, тем более что эта 

гипотеза берет свое начало в теории Ньютона, феноменологической по 

существу. В этой связи Эйнштейн и Инфельд сформулировали программу /3/: 

«Все попытки представить материю тензором энергии-импульса 

неудовлетворительны, и мы хотим освободить нашу теорию от специального 

выбора такого тензора. Поэтому мы будем иметь дело здесь только с 

гравитационными уравнениями в пустом пространстве, а материя будет 

представлена сингулярностями гравитационного поля».    

Этот подход к решению проблемы происхождения материи не является 

единственным. Чтобы сохранить основную идею определения метрики в 

теории гравитации Эйнштейна, мы предположим, что уравнение Эйнштейна 

(1) распадается на два независимых уравнения /20/: 
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Здесь k – некоторая функция, зависящая от фундаментальных констант. 

Отметим, что первым уравнением определяется метрика пространства-

времени, а вторым уравнением задается распределение материи, которое 

соответствует этой метрике. Эта гипотеза соответствует идее о 

происхождении материи из гравитационного поля  /3-6/, но без специального 

предположения о наличии сингулярности метрики. 
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Другой возможный подход к моделированию тензора энергии-импульса 

состоит в использовании уравнений Янга-Миллса, которые при определенных 

предположениях приводят к уравнениям Эйнштейна вида /11-12/: 

ijijjiij Rbbb =++ η                                                 (4) 

 Здесь 
ij

ij ηη =  - метрический тензор пространства Минковского, 

ijijij
ij

jiij Tbbb =−+ ηη )(2 - тензор энергии-импульса материи.  Величины ijb  

удовлетворяют замкнутым уравнениям движения, тем самым решается 

проблема определения тензора энергии-импульса.   

В работе /20/ модель (3) при точном значении 1−=k  была 

использована для построения метрики неоднородной вращающейся 

Вселенной. Был предложен механизм производства материи из темной 

энергии путем фазового перехода. Представленная ниже модель метрики 

объединяет теорию Янга-Миллса и теорию Эйнштейна при решении 

проблемы квантования. Такой подход позволяет охватить все многообразие 

материи, которую производит фабрика природы путем фазового перехода 

темной энергии в темную материю и в барионную материю. 

  

Моделирование метрики адронов 

Рассмотрим центрально-симметрическую метрику вида  [12]    
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Здесь const=κ - гауссова кривизна квадратичной формы 

222 )( ϕθσθ dd + , Функции ),(),,( trtr λλνν ==  определяются путем 

решения уравнений Янга-Миллса, которые в этом случае приводятся к виду 

[12] 
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Решения уравнений выражаются через эллиптическую функцию 

Вейерштрасса. В частном случае 0=ν  уравнения модели приводятся к виду 

[13-17]: 
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Здесь обозначено: 32 , gg - инварианты функции Вейерштрасса, причем 

32
2 12κ=g ; 0τ  – свободный параметр, связанный с выбором начал 

координат;  

Метрика (7) использовалась для моделирования динамики кварков в 

составе адронов и атомных ядер, а также преонов в составе лептонов и 

кварков  /14-17/. Покажем, что аналогичная метрика, зависящая от функции 
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Вейерштрасса, содержится среди решений первого уравнения (3) в метрике 

типа (5). Положим  1=κ , что соответствует специальному выбору метрики 

2222222 sin ϕθθλν dddredte +++−=Ψ                                 (8)  

Отличные от нуля компоненты тензора Эйнштейна в метрике (8) равны 
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 Полагая αβαβαβαβ kgRgRG −=−= 2
1 , находим уравнения поля, которые при 

1=k сводятся к одному уравнению 1=A .  

Полученное уравнение 1=A  соответствует частному решению системы 

(6), при котором последние три уравнения выполняются точно при условии 

1=κ .  

Нам надо доказать, что между функциями ),(),,( trtr λλνν == , 

существует такая связь (уравнение состояния), что решение уравнения 

1=A выражается в эллиптических функциях Вейерштрасса.  

 Рассмотрим метрику общего вида, используемую в физических 

приложениях для моделирования метрики неоднородной Вселенной /20,24/  

              222222 sin)(2),( φϑϑψψ dddrpbdtdrdtrtds −−−+=                (10) 

Сравнивая (10) и (8) находим, что (8) следует из (10) при условиях 

Ψ−→Ψ= ,0b . Отличные от нуля компоненты тензора Эйнштейна в 

метрике (10) равны 
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Полагая в этом случае 1−=k , находим уравнение поля 

2
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2
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2

)(2)(2

)(2
)(2 rtrrtt pb
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Отметим, что уравнение (12) изменяет свой тип в зависимости от  знака 

производной  p′ : 

в области  0<′p  уравнение (12) имеет эллиптический тип; 

в области  0>′p  уравнение (12) имеет гиперболический тип; 

 в области  0=′p  уравнение (12) имеет параболический тип. 

Сигнатура метрики (12) не меняется, если потребовать дополнительно 

0,0)( >> ψψp . 

В стандартной теории гравитации – смотрите, например, /25-28/, связь 

между компонентами тензора Эйнштейна 1100, GG  обусловлена наличием 

уравнения состояния материи, являющейся источником гравитационного 

поля. Поэтому предполагаемая связь между компонентами 1100, GG  в форме 

)(ψpp =  означает наличие уравнения состояния у того типа материи или 

энергии, которая производит гравитационное поле. В современной 

астрофизике энергию такого типа называют темной энергии. Считается, что 

темная энергия соответствует основному состоянию Вселенной.  

Предполагая, что  существует уравнение состояния, мы тем самым наделяем 

темную энергию определенными свойствами, позволяющими сопоставлять 

темную энергию с другими видами энергии и материи. 

Для обычной материи изменение знака производной  p′  означает 

наличие фазового перехода. Следовательно, если темная энергия может 

совершить фазовый переход, то в этом случае возникают указанные выше 

области гиперболичности и эллиптичности  уравнений поля. Действительно, 
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рассмотрим статические решения уравнения (12), в этом случае, полагая  

0== ttt ψψ , находим 

2
2

2

)(2
)(2 rrr pb
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ψ
ψψψ

+
′+++−=                                       (13) 

Интегрируя уравнение (13), получим  

  22 )4)(( rCpb ψψψ =−+                                               (14) 

Здесь С – произвольная постоянная. Для всякой заданной функции 

)(rψψ = уравнение (14) позволяет определить функцию )(rpp = . Тем самым 

определяется в параметрическом виде уравнение состояния )(ψpp = . 

Предположим, что уравнение состояния можно представить в форме  

      2
32

2

44
)(

ψψψ
ψψ ggb

p +++−=                                    (15) 

Тогда решение уравнения (14) при 0=C имеет вид  

),,( 320 ggrr −℘=ψ                                                             (16) 

Таким образом, установлено, что инварианты функции Вейерштрасса в 

метрике (10) связаны с уравнением состояния темной энергии. Заметим, что 

метрику, зависящую от эллиптической функции Вейерштрасса, впервые 

указал Дельсарт /18-19/.  

Инварианты функции Вейерштрасса в метрике (10) могут совпадать с 

таковыми в метрике (7). Такое совпадение означает, что уравнения Янга-

Миллса описывают поведение темной энергии с заданным уравнением 

состояния типа (15) при определенных ограничениях, налагаемых 

калибровочной симметрией. Следовательно, различие в моделировании 

метрики в рамках модели (3) и в теории Янга-Миллса заключается в выборе 

констант 32 , gg , которые в случае теории Янга-Миллса являются 

произвольными, а  теории Эйнштейна зависят от уравнения состояния.  
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Динамика частиц  

Гравитационному полю точечной массы в метрике (10) соответствует 

решение 

232 rmr +−=ψ                                                (17) 

Действительно, приведем (10) к виду сферически симметричной 

метрики. Для этого умножим  выражение (10) на 2/1 r , сделаем замену 

rr /1→ и, учитывая (17) получим  
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Используя решение (17), можно определить уравнение состояния, 

которое соответствует гравитационному полю точечной массы  и параметры 

метрики (18).  

Рассмотрим движение частиц в пространстве с метрикой (10). В 

релятивистском случае используем уравнение Гамильтона-Якоби, 

описывающее движение частицы в гравитационном поле /28/, имеем 
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Здесь m – масса частицы. Используя компоненты метрического тензора 

(10), находим в случае 0=b  
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Без ограничения общности положим  в уравнении (20) 2/πθ = , что 

соответствует заданию поверхности движения, представим решение 

уравнения (20) в виде 
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)(1 rSMEtS ++= φ                                                   (21) 

 Здесь ME , – энергия и момент импульса частицы соответственно. 

Подставляя выражение (21) в уравнение (20), получим 

drMmppES ∫ +−= )(/ 222
1 ψ                                    (22) 

В случае уравнения состояния (15) движение зависит от потенциала 

)(rψ , который связан очевидным образом с гравитационным потенциалом в 

классической динамике, поэтому уравнения движения можно 

проинтегрировать в нерелятивистском случае – рис. 1.  

 

 

Рис. 1.  Траектории пробной частицы в гравитационном поле (16). Над 

рисунками указаны инварианты функции Вейерштрасса 32 , gg  
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Недостатком классической модели является то, что в ней необходимо 

вводить массу частицы, как параметр, тогда как основной задачей физики 

элементарных частиц является, в том числе, объяснение механизма 

возникновения массы.      

 

Динамика частиц в 5-мерном пространстве и правила квантования 

Развитая теория допускает обобщение на пространство любого числа 

измерений. Покажем это на примере теории гравитации Калуцы в 5-мерном  

пространстве /29-36/. Рассмотри метрику               

222222222 sinsinsin)(),( χφϑφϑϑψψ ddddrpdtrtds −−−−=                (23) 

Здесь χφϑ ,, - углы на единичной сфере в 4-х мерном пространстве. Как 

известно, уравнение Эйнштейна (1) вместе с соотношениями (2) можно 

рассматривать без существенных изменений в 5-мерном пространстве.    

Используя метрику (23), представим обобщение модели (3) в виде    

µνµνµν kgRgR =−
2

1                                                        (24) 

Отличные от нуля компоненты тензора Эйнштейна в метрике (23) 

равны 

,sinsin

,sin

),,,,,(

),(3

),,(3

22
2244

2
2233

2222

11

00

φϑ
ϑ

ψψψψψ
ψ

ψ

GG

GG

GG

pG

rtG

rrttrt

=

=

=
−=

=

                                                     (25) 

Следовательно, в этом случае 3=k , отсюда, полагая 322 −=G , находим 

уравнение поля 

22
2

22

2
4 rtrrtt p

pp

p

ppppp
pp ψ

ψ
ψψ

ψ
ψψψψψ ′++

′+′′−′
−−=+′−                (26) 
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Сравнивая уравнение (26) с аналогичным уравнением (12), находим, 

что эти уравнения в случае 0=b различаются только сомножителем в первом 

слагаемом в правой части. Поэтому справедливы основные результаты, 

полученные для уравнения (12). Уравнение (26) изменяет свой тип в 

зависимости от  знака производной  p′ : 

в области  0<′p  уравнение (26) имеет эллиптический тип; 

в области  0>′p  уравнение (26) имеет гиперболический тип; 

 в области  0=′p  уравнение (26) имеет параболический тип. 

Рассмотрим статические решения уравнения (26), в этом случае, 

полагая  0== ttt ψψ , находим 

2

2
4 rrr p

pp
p ψ

ψ
ψψψ
′++−=                                       (27) 

Интегрируя уравнение (27), имеем  

  2)8( rCp ψψψ =−                                               (28) 

Здесь С – произвольная постоянная. Чтобы получить решение 

уравнения (28) в виде функции Вейерштрасса, надо взять уравнение 

состояния в форме  

           2
32

882
)(

ψψ
ψψ gg

p ++−=                                    (29) 

Тогда решение уравнения (28) при 0=C имеет вид  

),,( 320 ggrr −℘=ψ                                                             (30) 

Рассмотрим движение частиц в пространстве с метрикой (23). В этом 

случае также справедливо уравнение Гамильтона-Якоби, однако в 

пятимерном пространстве можно принять, что масса частицы равна нулю, 

имеем 
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0=
∂
∂

∂
∂

ki
ik

x

S

x

S
g                                            (31) 

Используя компоненты метрического тензора (23), находим  

0sinsinsin
11

2

22

2

2
222

=








∂
∂−









∂
∂−









∂
∂−









∂
∂−









∂
∂ −−−

χ
φθ

φ
θ

θψ
SSS

r

S

pt

S
  (32) 

Положим  в уравнении (32) 2/πφθ == , что соответствует заданию 

поверхности движения, представим решение уравнения (32) в виде 

)(1 rSMEtS ++= χ                                                   (33) 

 Здесь ME , – энергия и масса системы соответственно. Подставляя 

выражение (33) в уравнение (32), получим 

drpMpES ∫ −= 22
1 /ψ                                    (34) 

Используя уравнение (28), находим, что в случае 0=C  имеем  
22 8/ ψψ rp −= , следовательно, интеграл (34) можно вычислить в общем виде:  

( )[ ]22
22

1 ln
22

EMMM
MEM

S −++
−

−= ψψ
ψ

ψ                           (35)    

Зависимость радиуса от времени задается уравнением constES =∂∂ / , а 

траектория - уравнением constMS =∂∂ / . Отсюда находим  

   ( )
( )[ ]

2

1
ln

2

1

2

22

22

+−+=

+−
=

EMMM

MEM

E
t

ψψχ

ψψψ                                (36) 

Таким образом, в этом случае уравнения движения могут быть 

проинтегрированы в общем виде независимо от уравнения состояния 

системы. Отметим, что некоторые случаи траекторий в конформном 

пространстве, зависящие от эллиптической функции Вейерштрасса, были 

получены в работе /37/ на основе уравнения Эйлера-Лагранжа.  

 



Научный журнал КубГАУ, №95(01), 2014 года 

http://ej.kubagro.ru/2014/01/pdf/70.pdf 

 

14

В случае потенциала (30) уравнения (36) описывают периодическое 

движение, которое повторяется на каждом периоде функции Вейерштрасса – 

рис. 2. Следовательно, радиусы орбит квантуются, как в теории Бора, однако 

это квантование не затрагивает энергию частицы. Но если потребовать, чтобы 

орбита была замкнутой, то появляется дополнительное условие квантования, 

связывающее энергию, массу и радиус орбиты в форме 

 ( )
( )










−+

−+
==∆

2
2

2
2

2
1

2
1

2

1

)()(

)()(
ln

2

12

ErMrM

ErMrM

n

n

ψψ

ψψπχ                         (37)           

Здесь 21, nn - целые числа, 21, rr - точки поворота.  

 

Рис. 2. Зависимость угла от радиальной координаты при движении в 

гравитационном поле (30). На правом рисунке представлен гравитационный 

потенциал – эллиптическая функция Вейерштрасса (30).   

 

Первую точку всегда можно выбрать так, чтобы выполнялось 

уравнение 
2

1
2 )( MrE ψ=                                                    (38) 

В качестве второй точки возьмем половину периода функции 

Вейерштрасса, тогда, разрешая  уравнение (37), находим 














=

2

1
32321

22
cosh/}),{}),,({(

n

n
ggggME

πωψ                                (39)         
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Таким образом, энергия в данном случае зависит от пяти параметров, один из 

которых совпадает с массой системы.   

Отметим, что Клейн /30/, Фок /31/, Румер /32/ и другие /33/, 

предполагали, что действие вдоль пятой координаты квантуется 

пропорционально постоянной Планка.  

Масштаб энергии в этой задаче определяется значением функции 

Вейерштрасса в точке поворота траектории – рис. 3.  

 

Рис. 3. Энергия связи в зависимости от инвариантов функции 

Вейерштрасса.  

 

Указанная зависимость энергии связи от инвариантов функции 

Вейерштрасса не является однозначной, что позволяет системе обладать 

противоположными свойствами притяжения и отталкивания, и состояниями с 

малой и большой энергией связи одновременно. Отметим, что единственным 

источником движения в этой системе является гравитационное поле и темная 

энергия. 

Наконец, заметим, что рассмотренная здесь метрика, зависящая от 

функции Вейерштрасса, имеет сигнатуру (+,+,-,-,-) в силу уравнения 
22 8/ ψψ rp −= . Метрика с аналогичной сигнатурой ранее была рассмотрена в 
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наших работах /35-36/ и других, посвященных моделированию энергии связи 

в атомных ядрах.   

Многомерные метрики и теория симметрии 

Рассмотрим метрику  

2
1

2
2

2
1

2

2
32

2
1

22
21

22
1

222

sin...sinsin...

sinsinsin)(),(

NN d

ddddrpdtrtds

φφφφ

φφφφφφψψ

−−

−−−−−=
               (40) 

Здесь Nφφφ ,...,, 21 - углы на единичной сфере в 1+N  - мерном 

пространстве. Метрика (40) описывает многие важные случаи симметрии, 

используемые в физике элементарных частиц и в теории супергравитации 

/38/. Например, 3-х сфера используется для представления 

SU(2)/SO(3)SO(4)Sp(1) ≅≅ симметрии; 5-сфера описывает 

)2SU(/)3SU()5/SO()6SO( =  и т.п. Рассмотрим гравитацию в пространствах 

с метрикой (40). Уравнение Эйнштейна в форме (24) и уравнение движения в 

форме (31) являются универсальным, поэтому обобщаются на пространство 

любого числа измерений в виде 

µνµνµν kgRgR =−
2

1                                                        (41) 

0=
∂
∂

∂
∂

ki
ik

x

S

x

S
g                                                          (42) 

Здесь параметр k зависит от числа измерений. Уравнение поля в 

метрике (40) имеет вид  

22
2

22

2
rtrrtt p

pp

p

ppppp
Kpp ψ

ψ
ψψ

ψ
ψψψψψ ′++

′+′′−′
−−=+′−                (43) 

Здесь параметр 2=K  в пространстве-времени четырех измерений,  

4=K  в теории Калуцы. В общем случае имеем )3(2,32/)5( −=+−= DKDDk . 

Возникающие в каждом пространстве формы движения также являются 

универсальными. Кроме рассмотренных выше связанных состояний 



Научный журнал КубГАУ, №95(01), 2014 года 

http://ej.kubagro.ru/2014/01/pdf/70.pdf 

 

17

существует и свободное движение с постоянной скоростью, которое можно 

определить, потребовав для уравнения (43) наличие решений вида   

)( utr += ψψ , тогда (43) сводится к обыкновенному дифференциальному 

уравнению    

222
2

2

22

2
)1( ψ

ψ
ψψ

ψ
ψψψψ ′′++′′+′′−′

−−=′′′−
p

pp
u

p

ppppp
Kppu                (44) 

В частном случае, выбирая уравнение состояния в виде ψap = , 

находим общее решение уравнения (44) 

 [ ]( ))(tanh1
)1(

2 0
22

2

rutr
aK

au −+−−= ββψ                                     (45) 

Здесь 0, rβ  – произвольные постоянные. Полученное решение 

описывает уединенную волну, которая распространяется с постоянной 

скоростью в радиальном направлении. Проекция этого движения на 

плоскость обычного пространства (детектора) имеет форму шляпы, а в 

плоскости координата-время вид уединенной плоской волны – рис. 4. Если 

положить  2/ cp ψ= , то метрика (45) получает зависимость от скорости как в 

теории Лоренца. Действительно, потребуем, чтобы в начале координат 

выполнялось уравнение 1=ψ , тогда в случае 4-мерного пространства-

времени  выражение (45) принимает вид 

   










−

−+
−=

22

02tanh1
uc

rutrψ                                          (46) 

Таким образом, теория гравитации в многомерных пространствах 

позволяет моделировать связанные и свободные состояния темной энергии, 

обладающие признаками частиц.  
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Рис.4. Уединенная гравитационная волна.    

 

Уравнение Гамильтона-Якоби в метрике (40) имеет вид 

0sin...sinsin...sinsin

sin
11

2

1
2

2
2

1
2

2

3
2

2
1

2

2

2
1

2

2

1

22

=








∂
∂−−


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
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∂

−



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



∂
∂−









∂
∂−









∂
∂−









∂
∂

−
−−−−−

−

N
N

SS

SS

r

S

pt

S

φ
φφφ

φ
φφ

φ
φ

φψ
        (47) 

Уравнение (47) можно проинтегрировать при некоторых 

предположениях, используя метод, который предложил Шредингер /39/. Суть 

метода состоит в том, чтобы представить решение уравнения (47) в виде 

   SclSS Ψ+= lnh                                               (48) 

Здесь в теорию в явном виде вводится классическое действие - clS , 

постоянная Планка и волновая функция SΨ . Используя классическое 

действие, мы определяем те параметры задачи, которые могут считаться 

внешними для квантовой системы. При таком подходе становится очевидной 

связь квантовой механики с классической механики /40/.   

Для нахождения решения уравнения (47) в виде (48) надо определить, в 

каком пространстве осуществляется движение в соответствии с принципами 
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квантовой механики.  В случае метрики (40) удобно будет выбрать в качестве 

переменных квантовой механики углы на единичной сфере, а в качестве 

координат классического действия – время и радиальную координату. Тогда 

уравнение (47) разделяется на два уравнения 

2
2

22

1
2

2
2

1
2

2

2
1

2

2

1

2
22

sin...sinsin...sin

11

S
N

S
N

SS

clcl

M

M
r

S

pt

S

Ψ=








∂
Ψ∂

++








∂
Ψ∂

+








∂
Ψ∂

=








∂
∂

−








∂
∂

−
−−−−

hφ
φφφ

φ
φ

φ

ψ
  (49)        

Рассмотрим статические решения уравнения (43), полагая  0== ttt ψψ , 

находим 

2

2
2 rrr p

pp
Kp ψ

ψ
ψψψ ′++−=                                       (50) 

Интегрируя уравнение (50), получим  

  2)2( rKCp ψψψ =−                                               (51) 

Здесь С – произвольная постоянная. Чтобы получить решение 

уравнения (51) в виде функции Вейерштрасса, надо взять уравнение 

состояния в форме  

           2
32

44

2
)(

ψψ
ψψ

K

g

K

g

K
p ++−=                                    (52) 

Тогда решение уравнения (51) при 0=C имеет вид  

),,( 320 ggrr −℘=ψ                                                             (53) 

В случае статической метрики решение первого уравнения (49) 

сводится к интегралу 

drpMpES cl ∫ −= 22 /ψ                                    (54) 

Используя уравнение (51), в случае 0=C  имеем  )2/( 22 ψψ Kp r−= , 

следовательно, интеграл (54) можно вычислить в общем виде:  
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( )[ ]22
22

ln
2/2/

EMMM
K

M

K

EM
S cl −++

−
−= ψψ

ψ
ψ                           (55)    

Зависимость радиуса от времени задается уравнением constES =∂∂ / , 

отсюда находим  

   ( )ψψψ MEMK

E
t

+−
=

222/
                               (56) 

Второе уравнение (49) можно свести к задаче на собственные значения 

относительно параметра массы /39/. Рассмотрим оператор Лапласа  

2

2

1
2

2
2 )(13

ρρρ
NN

N

i
i

N ΩΛ
+−+

∂
∂=∇∑

=

                              (57) 

Здесь )(2
NN ΩΛ  - обобщенный оператор углового момента, собственные 

функции которого – гиперсферические гармоники, удовлетворяют уравнению 

0)())23()(( 2 =Ω−++ΩΛ NLNN YNLL                            (58) 

Гиперсферические гармоники выражаются через обычные сферические 

функции и полиномы Якоби в виде /41/ 
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jx̂ - координаты точки на единичной сфере в метрике (40). Квантовые 

числа в метрике (40) удовлетворяют соотношениям 
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В результате решения вариационной задачи масса системы 

определяется как функция квантовых чисел, характеризующих вращение 

единичной сферы.  В случае метрики адронов (7) эта задача рассматривалась 

в наших работах /14-17/. В частности, были определены массы кварков в 

составе барионов и массы преонов в составе кварков и лептонов. 

К уравнению (56) можно добавить условие квантования, аналогичное 

(37), связывающее период колебания и энергию системы, например, в форме 

qtE h=∆  

Это позволяет определить уровни энергии системы 

}),{}),,({()2/( 32321
222 ggggqKME ωψh−=                              (60) 

Отметим, что выражение (60) согласуется с аналогичным выражением 

энергии основного состояния в теории струн /42-43/  








 −−=
24

28
1

2 2

2

20

D

R

a

a

R
E                                                (61)           

Здесь 24/1,2 aR ππ - длина струны и ее натяжение соответственно, D  - 

размерность пространства. Для согласования  выражений (60) и (61) 

необходимо предположить, что размерность плоского пространства теории 

струн на единицу меньше, чем размерность пространства постоянной 

кривизны, в котором определена метрика (40), поскольку )3(2 −= DK . Тогда, 

полагая в (60) 2222 12/1,2/ aqaRM == h  и 1=ψ , приходим к выражению (61).  

Следовательно, теория гравитации в многомерных пространствах 

позволяет моделировать связанные и свободные состояния темной энергии, 

обладающие свойствами струн и частиц. Представляется интересным 

применить развитую выше теорию к моделированию энергии связи в 

атомных ядрах и массы адронов и лептонов.  Однако решение этих задач 

выходит за рамки настоящей работы.   
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