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Введение 
Электродиализ – это процесс опреснения воды с использованием 

ионообменных мембран под действием электрического тока,  является 

достаточно развитой технологией и широко применяется уже в течение 

более 60 лет. Новые идеи  из других областей знаний, а именно, из микро - 

и нанофлюидики, позволяют предложить новые концепции 

электромембранных устройства для опреснения воды, использующие 

обширный пространственный  заряд в качестве барьера для переноса 

ионов.  В связи с этим существует значительная потребность как в 

фундаментальных, а так же в прикладных научных исследований в целях 

совершенствования этих процессов. Электродиализный аппарат имеет 

периодическую структуру, состоящую из чередующих камер 

обессоливания и концентрирования, а также двух электродных камер. 

Изменение концентрации в камере концентрирования  можно учесть в 

граничных условиях. Таким образом, основной задачей является 

моделирование переноса в камере обессоливания. Пусть 0=x  – 

соответствует условной межфазной границе анионообменная 

мембрана/раствор, 1=x  – соответствует условной межфазной границе 

катионообменная мембрана/раствор, 0=y  – входу, а Ly = – выходу из 

камеры обессоливания, V – заданная скорость прокачивания раствора. 

Для математического моделирования явлений переноса для 

бинарного электролита в таких условиях, как правило, используется 

краевая задача для системы уравнений Нернста-Планка и Пуассона, 

которая достаточно сложна для аналитического и численного решения. 

Нами в работе [1] из системы уравнений Нернста-Планка и Пуассона была 

выведена упрощенная модельная задача ЗОМ (обобщенный закон Ома) и 

показано, что она достаточна адекватна. В данной работе предлагается 

асимптотическое решение соответствующей краевой задачи. 
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1. Постановка задачи 
Модельная задача ЗОМ имеет безразмерный вид [1,2]: 
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где E  – искомая напряженность, 1C , 2C  – концентрации катионов и 

анионов, 2
21 2

~ Eε
−+= CCS  – обобщенная общая «концентрация», I  – 

плотность тока, η  – функция тока для плотности тока I , т.е. yI η−=1 , xI η=2 , 

0>ε  – безразмерный малый параметр, равный удвоенному квадрату 

отношения Дебаевской длины к ширине канала, Pe/1=λ , Pe  – число 

Пекле, V  – заданная скорость протока электролита в камере 

обессоливания, L  – длина канала, 12211),( baba −=ba  – кососимметрическое 

скалярное произведение. 

Краевые условия имеют вид: 
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где функции )(0 yA , )(1 yA , )(0 xB , )(1 xB , ( )yQ0 , ( )yQ1 , ),(0 yxK , ),(0 yxM  

считаются известными, avi  – ток в цепи. Выбор конкретных функции 

зависит от целей физико-химического исследования, здесь мы 

рассматриваем общий случай. 

Из физического смысла функции )(0 xB  следует, что в допредельном 

режиме 0)(0 >xB  при [ ]1;0∈x . В предельном случае 0)(0 >xB  при ( )1;0∈x  и 

http://ej.kubagro.ru/2013/10/pdf/35.pdf


Научный журнал КубГАУ, №94(10), 2013 года 

http://ej.kubagro.ru/2013/10/pdf/35.pdf 

4

0)1()0( 00 == BB . В запредельном режиме она меняет свой знак дважды, т.е. 
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Нами показано, что из этого следует, что функция S~  имеет три 

области знакопостоянства, причем область )( 2U , где она положительно 

является областью электронейтральности, а отрицательно )( 2,11,11 UUU ∪=  – 

пространственного заряда (см. рис.1).  

 
Рис. 1. Области знакопостоянства функции S~ . 

В соответствии с этим для нахождения функций ( )ε,,,~ yxtS , ( )ε,,, yxtE  

и ( )εη ,,, yxt  нами предлагается асимптотический метод, имеющий ряд 

особенностей: 

1) Исходная область (камера обессоливания) разбивается на 

подобласти: электронейтральности, пространственного заряда и 

промежуточных слоев, в каждой из которых, асимптотическое разложение 

имеет свой вид.  

2) В области пространственного заряда, состоящей, в свою очередь, 

из двух подобластей, примыкающих к ионообменным мембранам, для 

однозначной разрешимости текущего приближения используется условие 

разрешимости следующего приближения. 

3) Промежуточные слои служат для сращивания решений из 

областей электронейтральности и пространственного заряда. 
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2. Асимптотическое решение в области электронейтральности 

2.1. Асимптотическое разложение 
Для асимптотического решения в области положительности функции 

S~  используем следующие разложения: 

...~...~~~ )()1()0( +ε++ε+= iiSSSS , 

...... )()1()0( +ε++ε+= iiΕΕΕΕ ,       (7) 

...... )()1()0( +εη++εη+η=η ii . 

Ниже приведены первые два приближения и показан алгоритм их 

решения. Уравнения произвольного приближения выписываются и 

решаются аналогично, и здесь не приводятся из их громоздкости. 

2.2. Алгоритм решения начального и первого приближения 
Для начального приближения получается следующая система 

уравнений:  
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Эта система уравнений может быть получена из исходной системы 

уравнений (1), (2), (3), если формально положить 0=ε , что соответствует 

выполнению условия электронейтральности [1]. Таким образом, можно 

считать область, где 0~
>S  областью электронейтральности, и 

соответственно, область где 0~
<S  – областью пространственного заряда. 

После ряда преобразований получаем: 
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Вначале находится решение уравнения (8), затем (10) и (9). Для 

приближения первого порядка получаем систему уравнений (11-13) 
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Для решения этой системы выразим из уравнения (12) )1(Ε  через )1(I : 
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Подставим (14) в (13), тогда: 
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Система уравнений (11), (14), (15) решается последовательно,- 

сначала решается уравнение (11), затем (15) и (14). 

3. Асимптотическое решение в области пространственного заряда 

3.1. Асимптотическое разложение  

Сделаем замену: EE ~1
ε

= , и используем в области отрицательности 

функции S~  для асимптотического решения следующие разложения: 
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, 

Здесь, также как и выше, мы ограничиваемся нахождением решения 

первых двух приближений. 

3.2. Алгоритм решения начального и первого приближения 
Система уравнений для начального приближения имеет вид 
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Система уравнений для первого приближения имеет вид 
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Ниже будет показано, что нам для решения приближения первого 

порядка потребуется система уравнений для второго приближения для 
)2(~E , которая имеет вид: 
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Из (18) следует (24). поскольку решение 0~ )0( =E  не является 

физически корректным. С учетом (24) уравнения (17) и (19) преобразуются 

к (25). 
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Уравнение (24) не позволяет однозначно находить )0(~E . В то же 

время уравнение (21) для )1(~E  с учетом (24) запишется в виде: 
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Введем в рассмотрение матрицу (29), тогда система уравнений (28) 

запишется в (30). 
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)0(
1

~~~~

~~~~

EEEE

EEEE
A

       (29) 

( ) ( ) )0(1

21

0
2

2
2

1

)1( ~~11~ EIE S
zzzz

A +=        (30) 

Определитель матрицы A  равен нулю ( 0det =A ). Условие разрешимости 

системы (30) имеет вид: 
( )( ) 0~, 1

)0(0 =EI .         (31) 

Это уравнение совместно с уравнением (24) позволяет однозначно 

определить )0(~E  через )0(I : 

( )
( )0

21

)0(

0
)0(

~21~ I
I

E
zz

S
=         (32) 

Рассмотрим теперь уравнение (34). В этом уравнении нужно 

заменить выражение ( ) ( ))0()1(
21

1 ~,~~ EEzzS − , для этого воспользуемся 

равенством (27). 

Умножим его скалярно на )0(~E , тогда получим равенство: 
( ) ( )( )( ) ( )( )0)0()0()0()1()0(

21
1

21 ,~~,~~,~~ IEEEEE =−− zzSzz .   Откуда следует 

( ) ( ) ( )( )
( ))0()0(

21

0)0(
)1()0(

21
1

~,~
,~~,~~

EE
IEEE

zz
zzS −=−  или с учетом (32) получаем: 
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( ) ( ) ( )0

21

)0(

)0(
)1()0(

21
1

~2
~2
1~,~~ IEE

zz
S

S
zzS −=−      (33) 

С учетом (32) и (33) уравнение для )0(η  запишется в виде: 

( )
( )

( ) ( )

1

00
)0(0

)0(
0 ,~

1~

























−
∇λ

−
=η∆ II

I S

S  или                    (34) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

−
∂
η∂


























∂
η∂λ−+











∂
η∂+

∂
η∂


























∂
η∂+











∂
η∂λ− 2

022020

2

022020
11

yyxxyx
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ))0(0

)0(

200200 ~,~2
2 S

Syxxy
∇η∇

η∇λ
−=

∂∂
η∂

∂
η∂

∂
η∂

λ−       (35) 

Уравнение (35) при 1=λ  является уравнением параболического типа, 

при 1<λ  – уравнением гиперболического типа, при 1>λ  – уравнением 

эллиптического типа. 

Теперь система уравнений для начального приближения может быть 

решена последовательно: сначала решается уравнение (25), затем (35), а 
)0(~E  вычисляется по формуле (32). 

Найдем первое приближение, для этого рассмотрим систему 

уравнений (27). Уравнение (27) не позволяет однозначно находить )1(~E . 

Найдем условие разрешимости из следующего приближения (23), которое 

с учетом условия (24) можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) +−+= )1()1()0()1(1

21

1
2

2
2

1

)0()2()0( ~~,~~~11~~,~ EEEEIEEE S
zzzz

 

( ) )0(2)1()0(2

21

~~
2
1~~1 EE ES

zz
−+        (36) 

С учетом (29), получаем (37), где (38) - условие разрешимости (37). 

( ) ( ) ( ) ( ) )0(2)1()0(2

21

)1()1()0()1(1

21

1
2

2
2

1

)2( ~~
2
1~~1~~,~~~11~ EEEEEEEIE −+−+= S

zz
S

zzzz
A  (37) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0~,~~,~~,~~1~,1
1

)0()1()1()0(
1

)0()1(1

21
1

)0(1
2

2
2

1
=−+ EEEEEEEI S

zzzz
,  (38) 

Причем (38) после некоторых преобразований может быть записана в виде: 

http://ej.kubagro.ru/2013/10/pdf/35.pdf
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( )( ) ( )( ) 0,~~, 1
0)1(

1
)0(1 =− IEEI . Это уравнение совместно с уравнением (27) 

позволяет однозначно определить )1(~E  через )1(I : 

( ) CIE += 1)1(~ B ,  где ( ) 










−
−= )0(

1
)0(

1
)0(

2
)0(

1

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
2

)0()0( ~~~~
~~~~

~,
1

EEEE
EEEEB

EI
,  (39) 

( )
( )

( )
( )0

21
)0(

0
1

)0()0(
21

~2

~
~,

1 I
I

EI
C














+=

zzS
S

zz
                                                           (40)

 Уравнение (22) с учетом (24), (33) запишется в виде: 

( ) ( ) −


























−∇λ−=η∆

1

)1(0

21

)0(

)0(21
1 ~,

~2
~2
1 EI

zz
S

S
zz  

( ) ( ) ( )

1

)0(21)2()0(212
21

~,~~,~2
2

~






















 +−∇λ− EEEEzzSzz                    (41) 

В этом уравнении нужно заменить выражение 

( ) ( ) ( ) 





 +−

21)2()0(212 ~~,~2
2

~ EEEzzS , для этого воспользуемся равенством (36). 

Умножим его скалярно на )0(~E , тогда получим равенство: 

( ) ( ) ( )=





 −− )0()0(2)1(21)2()0(

21
2 ~,~~

2
~,~~ EEEEE zzzzS  

( )( ) ( )( ) ( )( ))0()1()1()0(
21

)0()1(1)0(1

21

~,~~,~~,~~~,1 EEEEEEEI zzS
zz

+−−=  или 

( ) ( ) =−−
2)1(21)2()0(

21
2 ~

2
~,~~ EEE zzzzS  

( )( ) ( ) ( )( )( ))0()1()1()0(
21

1
2)0(

)0(1
2)0(

21

~,~~,~~
~

1~,~
1 EEEE

E
EI

E
zzS

zz
−−−=  

С учетом формулы (33), имеем 

( ) ( ) ( )( )+−=−− )0(1
2)0(

21

2)1(21)2()0(
21

2 ~,~
1~

2
~,~~ EI

E
EEE

zz

zzzzS   

( )
( )

( )

2)0()0(2
2

2
1

20
1

2)0(
21

)0(
21

0

~~2

~
~~2 E

I

E

I

Szz
S

zzSzz
++     (42) 
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Подставим полученное равенство в (41), тогда 

( ) ( ) −
























−
∇λ−=η∆

1

)1(0
)0(21

1 ~,~2

1 EI
S

zz  

( )( )
( )

( )
( )

1

)0(
2)0(

20

21
)0(

1
2)0(

0

21

)0(

)0(
)0(1

2)0(

~,~~2
1~

~

~2
~2
1~,~

1
































++−∇λ− E

E

I

E

I
EI

E zzS
S

zz
S

S
 

С учетом (39), (40), получим (43). 

( ) ( ) −













+











−
∇λ−=η∆

1

)1(0
)0(21

1 ,~2

1 CII B
S

zz  

( )( )
( )

( )
( )

1

)0(
2)0(

20

21
)0(

1
2)0(

0

21

)0(

)0(
)0(1

2)0(

~,~~2
1~

~

~2
~2
1~,~

1
































++−∇λ− E

E

I

E

I
EI

E zzS
S

zz
S

S
 или  (43) 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

+
∂
η∂







 +λ−+

∂
η∂







 λ−+ 2

122)0(
2

2)0(
12

122)0(
2

2)0(
1

~~1~1~
y

EE
x

EE  

( )
( )( ) ( )( ))0(0)0(1

12
)0(

2
)0(

1
~,,~,~~2 SFb

yx
EE IE+η∇=

∂∂
η∂

λ+
r

, где              (44) 

( )( ) ( ) −

















∇λ=

1

0
)0(

212)0()0(0)0( ,~2
~~,,~ CIEIE

S
zzSF  

( )
( )

( )

1

)0(
2)0(

20

21
)0(

1
2)0(

0

21

)0(

)0(
2)0( ~,~~2

1~
~

~2
~2
1~
































+∇λ− E

E

I

E

I
E

zzS
S

zz
S

S
 

( ) 2
)0(

1
2)0(

1
)0(

2
2)0(

0
2)0()0( ~~~~~~ bEbEbbb

rrrrr
EEEE λ−λ+λ== , 

























∂
∂

−

∂
∂

=

2)0(

)0(
1

2)0(

)0(
2

1

~

~

~

~

E

E

E
x

E
x

b
r

, 

























∂
∂

−

∂
∂

=

2)0(

)0(
1

2)0(

)0(
2

2

~

~

~

~

E

E

E
y

E
y

b
r

, ( )








∇= 0

)0(
21

0 ~2
I

S
zzBb Tr

. 

( )
( )

( )














+∆λ=

∂
∂ V

I
)0(

0

21

1
1

~2
1~~

S
div

zz
S

t
S       (45) 
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Уравнение для ( )1~S  с учетом (24) примет вид (45). 

Таким образом, для нахождения первого приближения необходимо 

решить систему уравнений (45), (39), (44). Причем, тип уравнения (47) 

аналогичен типу уравнения (35). 

4. Промежуточные слои 
Из асимптотических решений, приведенных выше, следует, что они 

не могут быть справедливыми в окрестности  0~ =S , т.е. в некоторых 

областях (промежуточных слоях): )(~)( εδ≤≤εδ− S , причем 0)( →εδ , при 

0→ε . Для построения асимптотического разложения в этих областях 

воспользуемся малостью функции S~ , тогда для нулевого приближения 

получим систему уравнений:  

( ) ( ) ( )00202
2

2
1

~~
2

IEE =
εzz         (46) 

( ) ( ) ( )
1

0202
2

2
1

0 ~,~
2







∇λ

ε
=η∆ EEzz        (47) 

Из уравнения (46) следует, что ( ) ( )00~ IE α= , где 
( )3

202
2

2
1 2

1

Iε
=α

zz
  (48) 

Таким образом, формула (48) примет вид: ( )
( )

( )0

3
202

2
2

1

0

2

1~ I
I

E
ε

=
zz

        (49) 

Уравнение (47) с учетом (48) после ряда преобразований приводится к (50) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+
∂∂

η∂
∂
η∂

∂
η∂

λ−
∂
η∂


























∂
η∂

+










∂
η∂

λ−
yxyxxyx

0200

2

022020
21  

( )
( )

( ) ( )
01 2

022020
=

∂
η∂


























∂
η∂

λ−+










∂
η∂

+
yyx

      (50) 

Полученное уравнение при [ ]1;0∈λ  является квазилинейным 

уравнением параболического типа, а при ( )∞+∈λ ;1  – эллиптического типа. 

Из условия сращивания решений из области электронейтральности и 
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промежуточного слоя, а также из области пространственного заряда и 

промежуточного слоя следует, что ...)( 3
2

1
3
1

0 +εδ+εδ=εδ , где 

,..., 10 δδ некоторые постоянные. 

5. Вычисление граничных условий 

Подставляя асимптотические разложения в области 

пространственного заряда (16) в краевые условия (4), (5), (6) и 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε , получаем 

краевые условия для уравнений первого приближения: 

)(~
000 yAS

x
=

=
,  )(~

110 yAS
x

=
=

,  )(~
000 xBS

y
=

=
,  )(

~
1

0 xB
y

S

Ly
=

∂
∂

=

,   (51) 

( )yQ
x x 00
0 =

∂
η∂

= ,  ( )yQ
x kxx 1
0 =

∂
η∂

= ,  000 =η =y ,  LiavLy −=η =0 ,  (52) 

),(~
000 yxKS

t
=

=
,  ),(000 yxMt =η = ,    (53) 

Для следующих приближений получает однородные граничные условия. 

6. Алгоритм численного решения начального приближения 
Используя, предложенное выше асимптотического решение для  

численного решения краевой задачи (1)-(6) предлагается следующий 

алгоритм.  

1. Объединяя уравнения для функции )0(~S  в области 

электронейтральности, промежуточного слоя и области пространственного 

заряда, получаем, что эта функция  удовлетворяет уравнению: 

( )
( )





<∆λ

≥−∆λ
=

∂
∂

.0~,~
,0~,~~~

0

)0()0()0(

SS

SVSdivS
t

S
r

, или 
( ) ( ) ( )VSdivSS
t

S r)0()0()0(
0 ~~~~

χ−∆λ=
∂

∂ , 

где χ  функция Хэвисайда [4]. Уравнение для функции ( )0~S  не зависит от 

неизвестных функций )0(~E  и ( )0η . Решая это уравнение вместе с краевыми 

условиями (51) и (53) однозначно определяем функцию ( )0~S . Для 

численного решения использовалась неявная разностная схема. 
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2. Для численного нахождения функции )0(η , вводится в рассмотрение 

дифференциальный оператор ( ))( 0ηL , который определяется следующим 

образом: 

( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
































εδ−<∇η∇
η∇λ

−
∂
η∂


























∂
η∂

λ−+










∂
η∂

+

+
∂∂

η∂
∂
η∂

∂
η∂

λ−
∂
η∂










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Решая уравнение: ( ) ( ) 0),( 00 =η SL , ),0(),1,0(,0 Lyxt ∈∈>  вместе с краевыми 

условиями (52), (53) однозначно находим функцию )0(η . Для численного 

решения этой краевой задачи использовались метод установления и явная 

разностная схема. 

3. Плотность тока находится по формуле ( )
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4. Напряженность электрического поля вычисляем по формуле: 
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5. Для нахождения концентраций ( )0
1C  и ( )0

2C  решаем систему 

алгебраических уравнений, состоящую из уравнения обобщенной общей 

«концентрации» ( ) ( ) ( ) ( ) 2000
2

0
1

~
2

~ Eε
+=+ SCC и уравнения Пуассона [1] 

( ) ( ) ( )00
22

0
11

~EdivCzCz ε=+  и получаем: 
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На основе данного алгоритма численного решение был разработан 

комплекс программ [5] для численного анализа краевой задачи (1)-(6). 

На рис. 2 приведены графики решений краевой задачи для функции 

обобщенной концентрации )0(~S  и плотности тока )0(I
r

. 

 
                 а)                  б) 

Рис. 2. Графики решений краевой задачи: а) ),,(~ yxtS , б) ),,(1 yxtI  при 

некотором t . 

Заключение 
1. Численное решение исходной краевой задачи (1)-(6) при значениях 

малого параметра ε  меньше 310−  встречает большие сложности, поскольку 
она относится к классу жестких задач. В то же время реально ε  меняется в 

пределах от 610−  до 1410− . Предлагаемый выше алгоритм численного 
решения, основанный на асимптотическом приближении первого порядка, 
позволяет провести численный анализ краевой задачи при произвольно 
малых значениях параметра ε . 

2.  Если функции 0A , 1A , 0B , 1B , 0Q , 1Q , 0K , 0M  зависят от ε  и имеют 
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асимптотическое разложение согласующееся с (4)-(6), то алгоритм 
асимптотического решения сохраняется с небольшими видоизменениями. 
Метод асимптотического решения, предложенный выше, может быть 
обобщен и на более общие, чем (4)-(6), краевые условия. 
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