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Один из способов обеспечения устойчивости 
элементов конструкций в виде вязкоупругих 
пластин состоит в увеличении точности 
неразрушающих акустических приемов 
диагностики микроповреждений структуры 
материала путем математического моделирования 
возникновения деформационных волн в пластинах с 
учетом реальных нелинейных свойств материалов и 
применения для анализа строгих методов. 
Необходимо путем изучения динамики физически и 
геометрически нелинейных вязкоупругих пластин с 
помощью математических моделей, учитывающих 
нелинейную ползучесть материалов, найти более 
точные величины волновых характеристик для 
совершенствования акустического поиска скрытых 
микроповреждений в материале пластин 

One of the ways to ensure the stability of structural 
elements in the form of viscoelastic plates is to increase 
the accuracy of non-destructive acoustic methods for 
diagnosing microdamages in the material structure by 
mathematical modeling of the occurrence of 
deformation waves in the plates, taking into account the 
real nonlinear properties of materials and using rigorous 
methods for analysis. It is necessary, by studying the 
dynamics of physically and geometrically nonlinear 
viscoelastic plates using mathematical models that take 
into account the nonlinear creep of materials, to find 
more accurate values of the wave characteristics to 
improve the acoustic search for hidden microdamages 
in the material of the plates 
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Пластины из физически и геометрически нелинейных материалов с 

наследственными свойствами часто являются элементами конструкций 

различных сооружений в качестве оснований, перекрытий, стен и 

перегородок.  
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Успешная эксплуатация таких сооружений зависит от их прочности, 

которая снижается присутствием невидимых микроповреждений 

структуры материала, поскольку в окрестности микродефектов происходит 

концентрация напряжений, способная вызвать процесс разрушения 

конструкций, сопровождающегося существенным экономическим и 

экологическим ущербом, поэтому актуальной научной проблемой является 

повышение эксплуатационной надежности нелинейных вязкоупругих 

конструкций.  

Один из способов обеспечения устойчивости элементов конструкций 

в виде физически и геометрически нелинейных вязкоупругих пластин 

состоит в увеличении точности неразрушающих акустических приемов 

поиска микронарушений структуры материала путем математического 

моделирования возникновения деформационных волн в пластинах с 

учетом реальных свойств материалов и применения для анализа строгих 

методов исследования[1-5].  

Необходимо путем исследования динамики физически и 

геометрически нелинейных вязкоупругих пластин с помощью 

математических моделей, учитывающих нелинейную ползучесть 

материалов, найти более точные величины волновых характеристик, 

применяемых в акустической диагностике скрытых микронарушений в 

материале пластин[5-16]. 

Рассмотрим не подверженную вешней нагрузке неограниченную 

пластину с поперечным размером 2h, в срединной плоскости которой 

расположены оси х, у  координатной системы, а ось z  – перпендикулярна 

осями x,y. (рис. 1). 
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Рис. 1. Бесконечная пластина  

 

Построим и исследуем математическую модель распространения в 

пластине продольных физически и геометрически нелинейных 

деформационных волн, полагая, что материал пластины обладает 

вязкоупругими наследственными свойствами. 

Предполагаем, что в пластине происходят симметричные по толщине 

мало частотные колебания, для которых вектор перемещений можно 

задать с помощью следующих кинематических соотношений: 

 

);t,y,x(uu1 =   =2u  v )t,y,x( ;  )t,y,x(wzu3 ⋅= .         (1) 

 

причем функциональные зависимости )t,y,x(u  и v )t,y,x(  описывают 

перемещения по осям x , y , а  функция )t,y,x(w  задает их по оси z. 

Воспользуемся тензором Грина и функциями (1) для вычисления 

составляющих тензора больших деформаций.  

Применим соотношения физически нелинейной теории 

наследственности при задании свойств материала, из которого изготовлена 

пластина: 
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Рассчитаем вариации деформаций ijδε  и воспользуемся 

вариационным принципом виртуальных перемещений, в итоге получим 

интегро-дифференциальные уравнения движения физически и 

геометрически нелинейной пластины: 
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 Путем представления зависимостей )(τθ , )()1( ij
2 τεγε+  от времени   

рядом Тейлора по степеням ( τ−t ) и выполнения интегрирования перейдем 

от интегральных операторов к дифференциальным в равенствах (4), (5).  

Для материалов с быстро затухающими нелинейными 

наследственными свойствами, при которых выполняется неравенство   

1t >>β ,  получим аппроксимации 

θλ≈ 11A ;  ij1ij 2B εµ≈ ,.                  
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действуют на произвольную функцию   )t(ϕ  следующим образом: 
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Для упрощения выведенных уравнений в перемещениях 

воспользуемся асимптотическими разложениями в безразмерных 

переменных: 

    *Auu = ; v = A v*; *hww = ; 

t
L
c

L
x −=ξ ;  

L
yε=η ;  

L
xε=χ .                   

где A  , L – обозначения амплитуды и длины волны соответственно 

колебаний точек пластины.  

Рассмотрим волны с малой амплитудой и большой длины, вводим 

малый волновой параметр   
L
A=ε .  Неизвестные функции перемещений 

заменим их асимптотическими представлениями по параметру ε. 

Предположим, что параметры 
L
A=ε ,    

L

с
2β

α
,   

2

2

L

h
 являются малыми 

величинами с одним порядком малости, а константа γ  имеет порядок  
ε
1

.  
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С учетом введенных отношений порядков первые члены 

асимптотических разложений дают следующие уравнения: 

   ξξξξξ λ+µ+λ=ρ 020220
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Формулу для скорости волны продольной деформации пластины 

получим при применении соотношений (6) и (8)  
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 Вторые компоненты асимптотических представлений позволяют 

получить уравнения: 
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2сρ v ξξ1  =  2022 u)( µ+µ+λ ξη v ξξ1 + ηλ 02kw ;          

(11) 
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Произведем интегрирование равенства (12) по ξ и с учетом (8) 

получаем условие  v ξ1 = ξ0u .  

Используя последнее условие и (8), применим операцию 

дифференцирования по  ξ к равенству (12), получим: 
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Применяя формулу (10), установим, что при сложение трех 

последних слагаемых в уравнении (11) получается сумма, равная левой 
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части соотношения (13), умноженной на величину  
)2(k 22

2
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 ,  в итоге 

получаем равенство:  
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В уравнении (14) применим обозначения   
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в результате чего оно примет вид модифицированного эволюционного 

уравнения Кадомцева – Петвиашвили – Бюргерса, которое позволяет 

описать распространение физически и геометрически нелинейных 

уединенных продольных деформационных волн в пластине, выполненной 

из материала с наследственными свойствами: 

ηηξξξξξξξξχ ψ−=ψψ−ψ+ψ+ψψ+ψ
2

1
)mdb

2

3
( 2 ,  

       (15) 

 Предлагаемые геометрические, физические и волновые 

параметры деформации пластины могут позволить уточнить и тем самым 
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повысить точность акустического обнаружения скрытых микронарушений 

структуры в наследственном материале, в окрестности которых возможно 

разрушение нелинейных вязкоупругих пластин.  
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