
Научный журнал КубГАУ, №182(08), 2022 год 

http://ej.kubagro.ru/2022/08/pdf/01.pdf  

1 

 

Успешная эксплуатация и надежность строительных сооружений в 

значительной степени зависят от прочности материала элементов 

конструкций, применяемых в строительстве, поэтому актуальной научной 

проблемой является повышение их несущей способности. 
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В строительстве широко применяются вязкоупругие 
пластины в качестве оснований, перекрытий, стен и 
перегородок, поэтому наличие в них невидимых 
микроповреждений может приводить к разрушению 
создаваемых конструкций. Один из способов 
увеличения прочности и устойчивости вязкоупругих 
пластин состоит в повышении точности 
неразрушающих акустических методов диагностики 
микродефектов путем математического 
моделирования возникновения деформационных 
волн в пластинах, когда учитываются близкие к 
реальным свойства материала и применяются 
строгие методы анализа. Математически моделируя 
динамику вязкоупругих пластин, учитывая 
ползучесть материала, можно найти более точные 
значения волновых параметров, которые 
применяются в акустических методах поиска 
скрытых микроповреждений в материале пластины 
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In construction, viscoelastic plates are widely used 
as bases, ceilings, walls and partitions, so the 
presence of invisible microdamages in them can 
lead to the destruction of the structures being 
created. One of the ways to increase the strength 
and stability of viscoelastic plates is to improve 
the accuracy of non-destructive acoustic methods 
for diagnosing microdefects by mathematically 
modeling the occurrence of deformation waves in 
plates, when material properties close to real are 
taken into account and rigorous analysis methods 
are applied. Mathematically modeling the 
dynamics of viscoelastic plates, taking into 
account the creep of the material, it is possible to 
find more accurate values of the wave parameters 
that are used in acoustic methods for searching for 
hidden microdamages in the plate material 
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Пластины с вязкоупругими свойствами широко применяются при 

возведении наземных и подземных сооружений в качестве оснований, 

перекрытий, стен и перегородок, поэтому наличие в них невидимых 

дефектов может приводить к разрушению создаваемых конструкций. 

Один из возможных способов увеличения прочности и несущей 

способности пластин состоит в повышении точности неразрушающих 

акустических методов диагностики микроповреждений в материале путем 

математического моделирования возникновения деформационных волн в 

пластинах, когда учитываются близкие к реальным свойства материала и 

применяются строгие методы анализа[1-4].  

Математически моделируя динамику пластин, учитывая свойство 

ползучести материала в процессе его деформирования, можно найти более 

точные значения волновых параметров, которые применяются в 

акустических методах поиска скрытых микроповреждений в среде 

пластины[5-16]. 

Рассмотрим не подверженную внешней нагрузке неограниченную 

пластину, имеющую толщину 2h, в декартовой системе координат, оси х, у 

которой расположены в срединной плоскости пластины, а ось z – 

перпендикулярна к ней (рис. 1). 

 

            

Рис. 3.1. Бесконечная пластина толщиной 2h 

 

Построим математическую модель распространения в пластине 

продольных нелинейных волн деформации, полагая, что ее материал 
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обладает геометрически нелинейными вязкоупругими наследственными 

свойствами. 

Рассмотрим симметричные по поперечному сечению пластины мало 

частотные колебания, тогда компоненты перемещений можно задать 

следующим образом: 

 

);t,y,x(uu1 =   =2u  v )t,y,x( ;  )t,y,x(wzu3 ⋅= ,         

(1) 

 

при этом функциональные зависимости )t,y,x(u  и v )t,y,x(  позволят 

найти перемещения точек  срединной плоскости пластины по осям x , y , а  

функция )t,y,x(w  – по оси z. 

Формулами Грина опишем компоненты тензора конечных 

деформаций пластины 

)uuuu(
2

1
j,ki,ki,jj,iij ⋅++=ε .           

(2) 

Применим физически линейные зависимости теории 

наследственности, задающие связи напряжения – деформации: 

.          

(3) 

Для вывода уравнений динамики точек пластины применим 

вариационный принцип возможных перемещений 

]d)(e)t([K)t(

d)](ee)t(e[2)t(s

t
)t(

ij

t
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••  

∫∫ ∫∫
−

••
=δ⋅ρ−δε⋅σ

D

h

h

iiijij

t

t

0dt]dxdydz)uu([
2

1

,         

(4) 

причем  ρ , ijδε , iuδ  – соответственно плотность среды, вариации 

компонент деформации и смещений, а  точкой обозначается производная 

от функций  по времени. 

Воспользуемся соотношениями (1) для вычисления компонент 

деформаций (2) и их вариаций ijδε . Подставим компоненты тензора 

напряжения ijσ , вычисляя их по формулам (3), в формулу (4).  

Проинтегрировав по z, с учетом произвольности вариации iuδ  из 

вариационного принципа виртуальных перемещений получаем уравнения 

для определения перемещений точек пластины: 
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Здесь вводим следующие обозначения 
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)d)(e(КA
t

)t(
1 ∫

∞−

τ−β− ττθα−θ= ;           (6) 

∫
∞−

τ−β− τεα−εµ=
t

ij
)t(

ijij )de(2B ,           (7) 

в которых 
12

k
π=  − коэффициент, задающий поправку. 

Для наследственных материалов, память которых быстро затухает во 

времени, выполняется неравенство  1t >>β . При этом условии разлагаем 

по степеням ( τ−t ) функциональные зависимости )(τθ и )(eij τ  в степенной 

ряд,  в котором ограничимся двумя слагаемыми. 

После перехода в формулах (6), (7) от интегральных операторов к 

дифференциальным получим аппроксимации 

θλ≈ 11A ;  ij1ij 2B εµ≈ ,            (8) 

где используются операторы 

]
t

)1[(К
21 ∂

∂
β
α+

β
α−=λ ; ]

t
)1[(

21 ∂
∂

β
α+

β
α−µ=µ , 

которые действуют на произвольную функцию )t(ϕ  следующим образом: 

]
t

)1[(К
21 ϕ

∂
∂

β
α+ϕ

β
α−=ϕλ ;  ]

t
)1[(

21 ϕ
∂
∂

β
α+ϕ

β
α−µ=ϕµ . 

 Пусть А, L – соответственно обозначения амплитуды и длины волны 

деформации элементов пластины, а константа 
L

A=ε  – достаточно мала.  

Заменяем в равенствах (5) 1A  и ijB их  представлениями (8) и  

обезразмериваем перемещения:  

*Auu = ;    v = A v*;   *hww = ; t
L

c

L

x −=ξ ;   
L

yε=η ;     
L

xε=χ .     

(9) 
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Неизвестные компоненты перемещений представим через 

асимптотические разложения и опустим звездочки, тогда в итоге имеем 

   ...uuu 10 +ε+= ; 

   v = ε (v1 + v2 +…);           (10) 

...www 2
10 +ε+ε=  . 

Подставим (10) в безразмерные уравнения динамики пластины, и 

допустим, что дроби 
L

A=ε ,  
L

с
2β

α
, 

2

2

L

h
 имеют один порядок малости.  

Первые составляющие асимптотических представлений приводят к 

уравнениям: 

   ξξξξξ λ+µ+λ=ρ 020220
2 kwu)2(uс ;                   (11) 

   
0

2

2202 wk)2(ku µ+λ+λ ξξ  = 0,                     (12) 

из них вытекает равенство 

ξµ+λ
λ

−= 0
22

2
0 u

)2(k
w ,                         (13) 

в котором параметры λ
β
α−=λ )1(2   и  )1(2 β

α−µ=µ . 

С учетом соотношений (13) из (11) получается формула, 

позволяющая вычислить скорость распространения волны продольной 

деформации через физические параметры материала пластины: 

   )
2

2(
1

с
22

2

2
22 µ+λ

λ−µ+λ
ρ

= .                (14) 

Из вторых членов асимптотических разложений (10) получаем три 

уравнения: 

 

)(u)2(2 22022 µ+λ+µ+λ ξχ v ξη1  + +λ+λ+µ χηη 20202 (3kwu   
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+−
εβ

µα+λ+λ+µ+ ξξξξξξξξξξξ )kwu2(
L3

c2
)wu(kwwuu)2 002002002002

 0u)2(uckw 1221
2

12 =µ+λ+ρ−λ+ ξξξξξ ;          (15) 

 

2сρ v ξξ1  =  2022 u)( µ+µ+λ ξη v ξξ1 + ηλ 02kw ;         (16) 

 

+λ−=
ε

ρ
χξξ 0202

22
u(kw

L
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3

1
 v η1 ) + 

−µ+λ−
ε

µ
ξξ

2
02202

2
2 kw)2(

2

3
w

L

h

3

1
 

+µ−+λ−+λ− ξξξ
2
1

2
211200

2
02 wk2)kwu(k)uw2ku(

2

1
 

)wk2ku(
L3

c2
0

2
02 ξξξ −

εβ
µα+ .            (17) 

 

Проинтегрируем (16) по ξ   и учтем формулу (13), в результате 

получим зависимость v ξ1 = η0u .  

Учитывая ее и (13), а также дифференцируя соотношение (17) по 

переменной ξ, получим соотношение: 

 

−
µ+λε
µ−ρλ

=µ+λ+λ ξξξξξξξ 0
22

2
2

22
2

122
2

1 u
)2(kl

)c(h

3

1
w)2(kku  

ξξξηηξχ µ+λ
λ

+λ−λ−λ− 00
22

2
2

20202 uu]
)2(k

k[kuku +       (18) 

ξξξµ+λ
λ+

εβ
µα+ 0

22

2
2

u)
2

2
1(

L3

ck2
. 
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Приравняв сумму трех последних слагаемых в (15) к левой части 

равенства (18), предварительно умноженной на дробь  
)2(k 22

2

µ+λ
λ

,  и 

учитывая формулу (14), приходим к уравнению: 

 

−λ−λ−
µ+λε
µ−ρλ

µ+λ
λ

ηηξχξξξξ 02020
22

2
2

22
2

22

2 kukuu
)2(kL

)c(h

3

1
[

)2(k
  

+
µ+λ

λ+
εβ

µα+
µ+λ

λ+λ− ξξξξξξ ]u)
2

2
1(

L3

ck2
uu)

)2(k
k( 0

22

2
200

22

2
2

2  

 )(u)2(2 22022 µ+λ+µ+λ+ ξχ v ξη1 + χηη λ+µ 0202 kwu + 

 +
ξ∂

∂λ+λ+µ+λ+ ξξξξξ )wu(kwwuu)2(3 0020020022  

 0)kwu2(
L3

c2
002

=−
εβ

µα+ ξξξξξ . 

  

 После его упрощения и введения обозначения ψ=ξ0u  получаем 

более простое для исследования нелинейных уединенных продольных 

волн деформации в пластине эволюционное уравнение Кадомцева – 

Петвиашвили – Бюргерса 

 

ηηξξξξξξξχ ψ−=ψ+ψ+ψψ+ψ
2

1
)db

2

3
( ,       

в котором 

   
)()2(Lk24

)23(h
b

22
2

22
22

22
22

2

µ+λµ+λε
µ+λλ= ; 

   
))(2(L6

)463(c
d

22222
2

2
222

2
2

µ+λµ+λεµβ
µ+µλ+λµα= . 
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Выведенные условия, выполнение которых приводит к 

возникновению геометрически нелинейных волн продольной деформации 

в пластинах из вязкоупругого материала, и найденные зависимости между 

скоростью волн деформации и физико-механическими константами 

материала могут позволить уточнить акустический поиск скрытых 

микроповреждений структуры в материале пластины.  

Микродефекты структуры являются концентраторами напряжений,  

вблизи которых может развиваться разрушение элемента конструкции, 

приводящее в итоге к большому экономическому ущербу.   
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